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CHUONG 1
CHUAN HQP NHAT

1.1 Chuan hop nhat

1.1.1. Chudén hop nhit
Nhu ta da biét v6i t_chuan va t doi chuan ta cé:
+ Mot t-chuan T 1a mot 4nh xa T: [0,1]x[0,1] —[0,1] 6 céc tinh chat sau:
(@ T(x,y)=T(y,X) (Tinh chét giao hoan)
2 T(x,y)=T(x,y) khi x=>x"; y>y"' (Tinh don diéu)
(3) T(X,T(Y,2))=T(T(X,¥),z) (Tinh két hop)
(4) T(x,1) =x



+ Mot t-d6i chudn 1a mot anh xa S: [0,1]x[0,1] —[0,1] ¢6 cac tinh chat sau:
(D S(X,¥)=S(Y,X) (Tinh chit giao hoan)
(2) S(X,y)=S(x,y") khi x=x"; y>y' (Tinh don diéu)
(3) S(x,S(y,2))=S(S(X,Y),2) (Tinh két hop)
(4) S(x,0) =x
Chung ta c6 thé gop 2 toan tir hai ngdi ndy dé xay dung toan toan tir hai ngdi két
hop. Toan tir hai ngoi két hop méi nay goi 1a chuan hop nhét c6 3 tinh chat dau gidng
nhu 3 tinh ctia t_chuén va t d6i chudn va c6 phan tir trung hoa la ee [0,1] .
Dinh nghia 1.2.1: Mot chuan hop nhit 1a mot anh xa U: [0,1]x[0,1]—[0,1] ¢
cac tinh chat sau: véi moi x,y,z €[0,1]
(1) U(x,y)=U(y,x) (Tinh chit giao hoan)
(2) Néu x; < Xy, Y1 <y, thi U(Xy,y1) < U(X2,Y2) (Tinh don diéu theo timg bién)
(3) U(x,U(Y,2))=U(U(x,y),2) (Tinh két hop)
(4) Ton tai e<[0,1] sao cho: U(x,e)=x, e dugc goi 1a phan tir trung hoa.
1.1.2. Tinh chiét ciia todn tir chudn hop nhit:
+ Tinh chdt 1.2.1: Khie=1thi U 1a t_chuén, e=0 thi U la t_d6i chuén.
+ Tinh chdt 1.2.2: Ton tai mot luat Morgan d6i ngau cho toan tir chuan hop nhét .
Ttrc 1a:
Gia sir U 1a mot chuan hop nhét v6i phan tir trung hoa e. Khi d6 toan tir U’

duoc xac dinh: U (X, y)=1-U(X, y) trong do x=N (X) =1—X ciing 12 mot chuén

hop nhét vi phin tir trung hoa la € =1—¢.
+ Tinh chdt 1.2.3:
Gia str U 1a mot chudn hop nhét véi phan tir trung hoa e. Khi do:
1. Véix batkivamoiy>etaco: U(X, y)=X
2. V6i batkivamoiy <etacé: U(X, y)<X
+ Tinh chdt 1.2.4: Gia sir U 1a mot chuan hop nhat véi phan tir trung hoa e.
Khi do:
1. U(x,0) =0 véi Vx<e



2. U(x,1) = 1 véi Vx=>e
+ Tinh chdt 1.2.5: V&i toan ttr chuan hop nhat U bay ky ta co:
U(0,1),U(1,0) € {0,1}
1.2 Chuan hgp nhit dang min va dang max
Pinh nghia: Mot toan tir U: [0,1]°—[0,1] goi 14 chuin hop nhat dang min
v6i phan tir trung hoa e < (0,1) néu ton tai t-chuan T va mét t-dbi chuan S sao cho

U duoc cho bdi cong thire sau:

eT (f,ij khi  (x,y)[0,e]
e e

U(xy)= e+(1-e)s(x—'e;y—'eJ khi (x,y) e[e,1]?
le 1

min(x,y) khac di

Pinh nghia 1.2.4: Mot toan tir U: [0,1]°—[0,1] goi 1a chudn hop nhit dang
max voi phén tor trung hoa e (0,1) néu tn tai t-chuan T va mot t-dbi chuén S sao

cho U dugc cho boi cong thirc sau:

eT (f,ij khi  (x,y) <[0,e]

U(xy)= e+(1-e)s(;e;;ej khi (x,y) e[e.1]
l-e 1-e

max(X,y) khac di

1.3. Chuan hop nhit liy ding

Dinh nghia: Chuan hop nhat U duoc goi 1a chuan hop nhat lily dang néu
U(x,x) =x véi moi x € [0,1].

DPinh Iy(M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[2, Theorem 6]): U 1a chuan
hop nhat lily dang voi phan tir trung hoa e e [0,1] néu va chi néu c6 mot ham giam

g:[0,1] — [0,1] v&i g(e) = e sao cho:

min(x, y) khi y<g(x) hodc [y=g(x) va x<g(g(x))]
U(x.y) = max (X, y) khi y>g(x) hodc [y=g(x) va x> g(g(x))]
)= min(x,y) hodc
max (X, y) khi y=9(x) va x=g(g(x))



giao hodn trén tap {(x,y)| y = g(x) v6i x = 9(9(x)) }
Ham g mé ta nhu trén dugce goi 1a ham lién két cua U. Ky hiéu chuin hop nhat

lity ddng véi phan tir trung hoa e e [0,1]1a U = (e, ).

1.4. Chuén hop nhit biéu dién
Dinh nghia(M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[2, Definition 2]): Mot chuan hop
nhat véi phan tir trung hoa e e (0,1) goi 14 bién dién néu c6 mot anh xa lién tuc va
tang ngat h: [0,1] — [-o,+ o] v&i h(0)= -0, h(e)=0 va h(1)=+w (goi la ham sinh
cong tinh - additive generator ctia U) sao cho:

+Véi moi (x,y) e [0,1]A{(0,1),(1,0)} thi U(x,y)=h™(h(x)+h(y))

+Véi (x,y) e {(0,1),(1,0)} thi U(x,y)=0 hoac U(x,y)=1.

Dinh Iy: Toan tir hai ngdi U: [0,1]°—[0,1] 14 chudn hop nhit bién dién thi:
i, U lién tuc va ting ngit trén (0,1)?
ii, Ton tai mot ham phu dinh manh N sao cho: U(x,y) = N(U(N(x),(N(y)))
v6i (x,y) e [0,1]2{(0,1),(1,0)}

Dinh Ii (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[2, Theorem 7]) Gia sitr U 1a mot chuan
hop nhit lién tuc trén (0,1)? v6i phan tir trung hoa ee(0,1). Khi d6 mot trong cac
truong hop sau duoc thdéa man:

(8) Ton tai ue[0,e), 4e(0,u], hai t-chuan lién tyc T, va T, va chuan hop nhét

biéu dien Ug sao cho U c6 thé dugc bi€u dién dang:

Xy .
iTl(z,zJ khi X,y €[0,4]
A+(u Z)Tz(u%, _/J khi X,y e[4,u]
U y)= u+(1-u)uRG‘_;“;i’_;“j khi X,y e(ul)
1 Kkhi min(x,y) € (4,1] va max(x,y)=1
min(x,y) hay 1 khi (x,y) € {(4,1),(1,4)}
min(x,y) khac di



(b) Ton tai ve(e,1], we(v,1], hai t-dbi chuan lién tuc S; va S, va mdt chuan hop

nhét biéu dién Ug sao cho U c6 thé duoc biéu dién dang:

vuR(E,XJ khi %y e(0V)
VARY,

v+(a)-v)81(ﬂ;ﬂj khi X,y e[v,0]

OV oV

VY= hrea)s, (i—”y—“’j khi X,y e[m1]

0 khi max(x,y) €[0,®) va min(x,y)=0

max(x,y) hay O khi (x,y) € {(0,),(®»,0)}

max(X,y) khac di

CHUONG 2
PHEP KEO THEO

2.1 Phép kéo theo
Dinh nghia: Phéo kéo theo (implication) 12 mot ham sé I: [0,1]% —[0,1] thoa man
cac diéu kién sau :

a, Néu x <z thi I(x,y) > I(z,y) voi moiy €[0,1]

b, Néuy <u thi I(x,y) < I(x,u) v6i moi x e[0,1]

¢, [(0,x)=1 véi moix €[0,1]

d, I(x,1)=1 vd&i moi x €[0,1]

e, 1(1,00=0
2.2 Phép kéo theo (U,N)

Cho U lan luot 13 cac chuan hop nhét v6i phan tir trung hoa 1a e. Cho N 13
ham phu dinh. Ky hi¢u Iy.y 12 toan t&r (U,N) xac dinh bdi cong thirc sau:

lun(x,y) = U(N(X), y) véimoix, y €[0,1]  (2.3)

Toan tir Iy.y thoa min cac diéu kién (a), (b), () cta dinh nghia phép kéo
theo, con cac diéu kién (): Iyn(x,0) = 1 véi moi xe[0,1] va (d): lyn(Ly) = 1 véi
moi y e[0,1] chua thé khang dinh c6 théa man hay khong. Vay ta mudn nghién ciru

khi 1y, nhu mot ham kéo theo thi ta chi can kiém tra Iy c6 thoa méan hai diéu kién



nay hay khong.
B6 dé (Michat Baczy’ nski, Balasubramaniam Jayaram [5, Proposition 5.3]) : Vé6i U
1a chuan hop nhat va N 1a ham phu dinh thi toan tir Iy \ twong Gmg 13 phép kéo theo
khi va chi khi U 13 chuan hop nhét dang tuyén.
Hé qua: V6i U 1a chuan hop nhat biéu dién ma U(1,0) = U(0,1) = 1 va N 1a ham
phu dinh thi toan tir Iy \ twong Umg 1a phép kéo theo.
2.3 Phép kéo theo RU

Cho U lan luot 1a cac chuan hop nhat véi phan tir trung hoa 1a e. Ky hiéu
Iy 1a toan tr RU xac dinh boi cong thirc sau:

lu(x,y) =sup{ te[0,1]] Ux,t)<y } voimoix,y €[0,1] (2.4)

Toan tir Iy thoa mén céac diéu kién (a), (b), (d) va (e) cua dinh nghia phép

kéo theo, con cac diéu kién (c): 1y(0,x) = 1 v&i moi xe[0,1] chua thé khing dinh c6
thoa méan hay khong. Vay ta mudn nghién ctru khi Iy nhu mot ham kéo theo thi ta

chi can kiém tra I, c6 thdéa man di€u kién nay hay khong.

Bo dé (Michat Baczy’ nski, Balasubramaniam Jayaram [6, Proposition 6.2]) : Vi
U 14 chuan hop nhat thi toan tir I, tuong tng 1 phép kéo theo khi va chi khi U 1a
chuan hop nhat thoa man U(0,y) = 0 véi moi y «[0,1).

Hé qua: V6i U =(T, S, e) 1a chuan hop nhit dang min va N 1a ham phu dinh thi toan
tu Iy twong ing 1a phép kéo theo.

B6 dé(Michat Baczy” nski, Balasubramaniam Jayaram [6, Proposition 5.3]) : Néu

U 1a chuan hop nhat dang min thi I, 1a phép kéo theo va khi d6 Iy c6 dang sau:

el, (i,lj khi (x,y)e[0e]? va x>y
e e
1, (X, y) = et+(1-e)l (g;i/%ej khi (x,y)e[e,l]’ va x<y
€ khi (x,y)ele, 1] va x>y
i (%, Y) khac di

véi moi x, ye[0,1]
Hé qua: Néu U 1a chuan hop nhit lity dang véi ham chuyén g va phan tir trung hoa
e. Iy 1a phép kéo theo khi va chi khi g(0)=1.
H¢ qua: Néu U la chuan hop nhat lily dang v6i ham chuyén g va g(0)=1 thi I 1a



phéo kéo theo va c6 dang sau:

: khi x< ..

Iy (%, y)= méx(g(x) ) DY U6imoi xiye[0,]
min(g(x),y) khi x>y

2.4 Phép kéo theo QL

Cho U va U’ 1a chuan hop nhét dang hoi va chuan hop nhat dang tuyén voi
phén tur trung hoa lan lugt 1a e va e’. Cho N 1a mét phu dinh manh. Ta sé ki hiéu Iq
tuong trng voi toan tr QL dugce cho bai:

lox,y) = U’(N(x),U(x,y)) v6imoix,y €[0,1]. (2.5)

Ta nhan thay rang toan tir I théa min cac diéu kién (b), (c), (d), (e) cta dinh
nghia phép kéo theo, con diéu kién (a) 12 su giam trong bién thir nhit chua thé
khang dinh c6 théa man hay khong. Ta muén nghién ctru khi Io nhu mot ham kéo
theo thi ta chi can kiém tra Ig c6 giam trong bién thir nhat hay khong. Ta bat dau véi
diéu kién can thiét sau day trong trudng hop tong quat:

Bé dé :: Cho U va U’ 1a cac chuén hop nhét dang hoi va dang tuyén, N la mot
phu dinh manh sao cho twong tng véi toan tir QL g 1a mot ham kéo theo. Khi do
U’ 1a mot t-d6i chuan théa mén U’(x,N(x)) = 1 véi moi xe[0,1].

Vi du 2.4.2: Néu ta chon: U’(x,y) = min(1, x+y), N(x) =1-x thi khi d6 v&i moi
U(x,y), diéu kén U’(x,N(x)) =1 trong ménh dé trén ludn duge théa man. Thét vay,
tacod: U’(x, N(X)) = min(1,x+1-x) = min(1,1) = 1.

V6i To(x,y) = min(1,1-x +U(x,y)). Bay gio ta xét v6i U’ 1a ham t-d6i chuan
lién tuc, v6i mot ham chuyén ¢ : [0,1] — [0,1] 1a mot dang cau ting. Ky hiéu
lo(X,y) = @ *(Min(1- (X)+ ¢ (U(x,y))) véi moi x, y e [0,1]. Ta c6 két qua sau dbi

Vo1 toan tur g :
1 khi y>e

I (X, y)={ 3 .
@ o (l-p(x)+oU(x,y)) khi y<e
Ta ky hiéu toan tir QL trén 1a 1% Y.

(2.6)

Bé dé : (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[3, Proposition 13]) Néu U 1a mot
chuan hop nhat dang hoi lién luc v6i phan tir trung hoa e (0,1) va ¢ 13 mot dang
céu ting sao cho I? Y, duoc dinh nghia boi cong thirc (2.4), 1a mot phép kéo theo
thi U khéng lién tuc trén [0,1]°.

Chii y: U khong lién tuc trén trén [0,1]° thi U khong 1a chudn hop nhit biéu dién.



Vay 19V 1a phéo kéo theo thi U khong 1a chuan hop nhit biéu dién.

Bé d@é (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[3, Proposition 14]): U 1a mét chuan
hop nhat lily dang dang hoi v6i phan tir trung hoa e €[0,1] va ¢: [0,1] — [0,1] 14
mot ding cdu tang. 1% Y 1a mot phép kéo theo néu va chi néu U duge xac dinh boi
cong thtc :

Ui, )_{max(x,y) khi min(x,y)Ze(z?)

| min(x,y) khac di
Dinh nghia: Mot toan tir hai ngdi F: [a,b]* — [a,b] goi 14 théa man diéu kién
Lipschitz néu [F(x,y) - F(x",y")| < [x-x’| + |y-y’| v6i moi x, ¥, x°, y’ e [a,b].
Nhu vay néu mot t-chudn T théa mén diéu kién Lipschitz thi ta co:
T(Xy) -T(x’,y) < X-x’ v6i moi x” < X

Ky hiéu pe : [0,6] —[0,1] 1a mot déng céu ting xé4c dinh bai p, (x) =§

Bé6 dé(M.Mas, M.Monzerrat and J. Torrens[3, Proposition 16]): ChoU = (e, T, S) la
mot chuan hop nhat & dang min véi phan tir trung hoa e €[0,1] va ¢: [0,1] —[0,1]
13 mot dang cau ting. Ky hiéu ¢.: [0,e]—[0, ¢ (e)] 12 sy han ché cua ham ¢ trén
doan con [0,e]. 1" 1a mot phép kéo theo khi va chi khi ham chuyén y=p. ¢, " ctia
T thoa mén diéu kién Lipschitz. Trong truong hop nay phép kéo theo 1% duoc xac

dinh nhu sau:

1 khi y>e
17V =307 (1—p(X) +p(y)) khi y<e<x (2.9)
A(X,Y) khi x,y<e

V6i A(x,y)= g (- p(X) +p(eT <§ , g»)

2.5 Phép kéo theo D

Cho U va U’ lan lugt 14 cac chuin dang hoi va chuin dang tuyén v&i1 cac
phan tir trung hoa ciia hai chuan d6 lan luot 1a e va ¢’. Cho N 1a ham phu dinh
manh. Ky hiéu Ip 1a toan tor D xac dinh bdi cong thirc sau:

ID(X’y) = U,(UCN(X)DN(Y))DY) voi m01 X,y e [011]
Toan tir Ip thoa mén cac diéu kién (a), (c), (d), (¢) cua dinh nghia phép kéo



theo, con diéu kién (b) 1a su ting trong bién thtr hai chua thé khing dinh c6 thoa
méin hay khong. Ta mudn nghién ciru khi Io nhu mot ham kéo theo thi ta chi can
kiém tra I ¢6 tang trong bién thtr hai hay khong.

Bo6 dé (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[4, Proposition 17]): Cho U va U’ lan
luot 14 cac chuan dang hoi va chuin dang tuyén va N 1a mdt ham phu dinh manh.

Toan tir Ip 1a mot ham kéo theo khi va chi khi toan tir I cling 1a mot ham kéo theo.

Hé qua (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[4, Corollary 18]): Cho U va U’ la cac
chuén hop nhat dang hoi va dang tuyén, N 13 mot phi dinh manh sao cho twong tng
voi toan tr D Ip 12 mot ham kéo theo. Khi d6 U’ 1a mot t-ddi chuan théa man
U’(x,N(x)) =1 v&i moi x €[0,1].
Cho Sy(x,y) = min(x+y,1), ldy U= ¢S, voi moi x,ye[0,1], véi dang ciu ting
@: [0,1]—[0,1] va v6i N 1a ham pha dinh manh, ta ldy ham phii dinh manh N, .
Trong truong hop nay Ip xac dinh béi chong thure sau:
Ip(%.y) = @ (Min(@(U(Ny(X), No(y)) + @(y), 1)) v6i moi x, ye[0,1].
Ky hi¢u Toéan tir Ip xac dinh bdi cong thire trén 1a L, y.
Hé qua (M.Mas, M.Monzerrat and J.Torrens[4, Corollary 20]): Cho U la mét
Chuan hop nhéat dang hoi v6i phan tir trung hoa e €[0,1], ¢: [0,1]—[0,1] 1a mot
dang ciu ting va @, 12 han ché cua o trén [0,e]. Ta co:
(i)  Néul,y 1a mot ham kéo theo thi U khong lién tuc trén [0,1]° vi thé U
cling khong 13 chuan hop biéu dién.
(i)  Néu U la chuan hop lily ddng, I, 1a him kéo theo khi va chi khi U &
dang min.
(iii) Néu U ¢ dang Min véi U=(e,T,S), I,u 1a ham kéo theo khi va chi khi
t chuan T, thoa man diu kién Lipschitz v6i y=pepe ™.

Trong truong hop nay I, y dugc xac dinh nhu sau:

1 khi  y<N,(e)
Ly =lo @) +o(y) ki y<N,(&)<x
B(x,Y) khi  x,y>=N_(e)
N N
V6l By (et (e Ry gy



CHUONG 3
UNG DUNG CUA CHUAN HQP NHAT
TRONG PIEU KHIEN MO

Choee[0,1] va hai toan tir hai ngdi sau :

max(x,y) khi x+y>2e
max,™ (X, y) =

min(x,y) khi x+y<2e
va

max(x,y) khi x+y>2e
max,"* (X, y) =

min(x,y) khi Xx+y<2e

Taco:
+ max,.™" max,"> 1a hai chuan hop nhat lily dang v6i phan tir trung hoa e va

c6 ham chuyén g(x)=2e-X.

Dung hai chuan hop nhét trén dé xac dinh gia tri ctia cac luat mo va luat hop thanh
trong diéu khién mo

KET LUAN

Trong luan vin nay, t6i dd tim hiéu toan tir chuan hop nhét, va ing dung cua
no vao viéc xay dung phép kéo theo. Nhitng 16p toan tir d6 da dugc trinh bay chat
ché cing v&i mot sé dinh 1i ¢6 ching minh. Tiép theo toi dé xuit mang tinh chat
dinh huéng 13 Gmg dung toan tir chuan hop nhit vao viée xac dinh gia tri luat hop
thanh trong diéu khién mo. R& rang vai tro cta 10p toan tir ndy rat quan trong va li
tha. Huéng nghién ctru tiép theo toi s& tmg dung toan tir chudn hop nhét trong :

+ Suy luat xap xi

+ Mang Noron
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