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K H Á I  N I Ê M  -  B Ầ Y  B ủ

Lè Ngọc B ư ờ n q

Tn>n« iý t h u y ế t  thrtnfi kè,  khi ngl i i ên c ứ u  t inh chát du y  nhái  của  ư ớ c  l ư ợ n g
khòntí  chệr-h có p h ư ơ n g  s;ú bé nhát ,  các nhà  thống  ké học đa đ ư a  ra m ội  khai
niệm q u a n  t rọng  líọi là thống kè d ày  '!ủ. Theo (tịnh nghía th ỉ  m ột  họ các phân
bổ xár x n í t  p  =  ( P q, 0 £  '-)) t rong  d ỏ  9  là khỏDgíỊ ian t h a m  s ố  đ ư ợ c  g ọ i  ỉồ đằ v  
(Iu nòu u lnr  từ  đ ãn g  thức

Egrp -  0  V e  £  w
rill s u y  ra

'P 0 (P —h.kn)
ở  day í lá hàm 1’ -  k h ’i tích và k h ô n g  phụ thuộc  0 còn  : oán  uY Kq là l oán  lử láy  
ký vọ:\jị [heo phAn hố 1*0 .

COiiíí t he o  đị:ih nghĩa  I h ỉ i h ố n y  kê T ( x ) đ ư ọ o  gọi  là ỉ h ổ n g  kẻ , 1àyđủ  nếu  họ  
các  Ịthar. bõ xúc  suãt  c ẫ m  s i nh  bởi T là m ộ t  họ ( lầv đỏ

T r o n g  th-.rc lế.  n h ữ n g  họ phàn bố xác suất  đ ồ v  đủ k h ô n g  phải  là ph ồ  biển  
Dirói  (TAv. c l u i ng  tỏi  sẽ  mứ rộng  khái  n i ệ m  thổng  kô dăy  (lủ ra d ạ n g  t h ố n g  k é ( G  
e , í )  — dày  đ ả  và xét một 8Ổ vi dụ cụ thè đè m ong đ á p  ứ n g  phàn  n ào  YÌệc xử  
đimu khố i  niệm đầv đủ  một cách rộng rãi hơn t rong  l in h  vực  xác suấ t  thống  k í

Dinli m jhh i  í : Già sir ỊB là k h ò n g g ia n  các đổi tư ọ n g  nghiên  cứu .  A là ố — 
trirừn* l ỉ o r e n  trẽn a  cồn p =  Ị ( P 0> 0 €  9 ) |  là họ  các  đ ộ  đ o  xác suất cho  trẻn  
(IV. A), Irony (íó <r) ìầ k h ỏ n g  g ian thimi so.  Khi (tó hộ ba (íc, A,  P)  đ i r ợ c ^ ọ i l ủ  m ộ t  
cfiu Irủc t h ố n g  kê.

t ì ị n h  n g h ĩ ( i 2 :  Cho  (,-B, A, P) là m ộ t e a u  trúc thrtntf kè.  G là mộ f  l ứp  c o n  các  
h àm  A -  <!o đirợc và ỉ ’ -  khả  lích. Cđu t rúc  (a \  A. P) d ư ự c  gọi là (G E ô) — 
điìy đù nếu từ  bất d ẳ n g  thức  :

•;Ke<Pi <  e V e  €  w
T ro n #  đố  : rp Cì thỉ suy  ra

|fpi "C (P — h. k. n)

N ẽ t i G  bao g ỉ ỉ m t á t c r i  các h à m  A -  (lo đtrợc và I’ -  khả t ích thi  ta nối  rằng  
CUU Irúc thrìng kê (le. A, P) là ( s  . ỗ) — đ ẫ y  đủ.

Nếu G hao gốm  tất cà các hàm A — đo được,  p  -  khả tích r à  giới nội thi tu 
nói cííu trúc thống kê (a>. A, l>) là ( s . ỏ) -  (tầy đủ  giới nội

Định  ng h ìn  3 :  Cho  ( a \  A, p) là một  cán trúc thỗng  kè.
G là một lớp con các hàm  A — (lo đ irợc  vA p  — khả tích nào  đò. T h ổ n ơ  k T  
ảnh xạ tử  («?. A. P) vào (Y. B. pT) được  gọi lã ( ( i . e .  ỏ) _  d ày  đù n ế u  c ìu  trúc 
lilting kẻ (ít' 1 -1(B). I>) là <<;, B. ỏ) — đay  đù.



Bồ đề i : Cho g( t )  là b à m  lặc t rư ng  có d ạ ng :

g (t) =  / “ f i t )  eiUdx

t r o n g  đổ f(x) là  h àm  đo đ ư ợ c  thi f (x) là h à m  m ật  độ.

C hứng  m in h  : Vi 8(1) là h à m  đặc t rư ng  nên  J  l(T)d*

X

Đ ặt
F (X) =  J  r (u) du

ta  cỏ  F  ( — o>) ■= 0 và  F  ( +  °°) — 1 

H ơ n  n ữ a
g(' )  =  j “ e iU<]F(x)

( 1)
H à m  F (x )  là h à m  l iên tực trên R 1

Mặt khác,  vì g ( t )  là hàm  đặc trưng nèo có tòn tại m ột  h à m  p h ân  phối  
F  (x) sao  cho

Hàm F  (x) là không  giảm, liên tạc phải  vả F ( . - » )  =  0. F ( r  oo) =  1.

T ừ  (1) và (2) ta  thẫy  g (t) đồng ỉhíri là p h é p  b iến  đồ^ F o u r ie r  của h ầ m  F(x)  và
F ( x )  n ê n  ta c ó F ( ĩ )  «= F ( x )  Vx €  c (F )  t ro n g  đố c (F) là tập  h ạ p  tẫt ch các điềm

l i ê n  lục cùa  h à m  F ( x )
T ừ  t inh  chát  đã néu  ra  ờ t rên  của hai hàm F ( x )  v à T ( x )  ta có F(x> 5- 

F ( x ) V x .  Vậy f (x )  ch inh  là hàm mật độ

B i  d ì  2: Cho họ  m ũ  2k th a m  í-5 T| =  ( h  ck , ố!..,.  6k) t ro n g  đố
- o o , < | ì < + ° o , 0 < ố j < l  1 =  1 ,2 ,  k

TỚi h àm  m ậ t  độ  cho bỏi

Giả thiẽt th êm  r ằ n g  hàm  > ' l à  hàm titng thực sự, k h i  vi theo X, nhận

m ọi  già Irị t rên R 1. Khi đỏ từ băt đẳng thức

0 <  E l i  <p <  + ° °  V tị

Suy ra
“ 0 <  (f (P  -  h. k. n)

C h ứ n g  m in h :  Giá sử  cp(X) là hàm  bát ky th ỏ a  m ăn  đ i lu  kiện

0 <  Er| 'f <  + »  Vi)

- Ị -

g( t)  =  jr e itx d F ( x )
(2)

k

2



710 k I ft II
4-00

l ù  f ' ;| p' 0  la s u y  r a  J ~ ( x )  b (X)  fix
—- oo

2

(0 . - ,  0 . 1, ... .1) 
k 1 a 11 k lân

0 (1)

Bfii 1 ?  =  __ H i _  . 0j =  2£i ta CÓ 0 <  6* <  +oo
1 - 6 *  ' ‘1

Và t ừ  Eĩ|(p >  0  Vi] t a  S U V  r a :

+
J ° T ( X )  h ( x )  exp  Ị £  dx >  0  (2)
_<« 1 i—1 2 0 1

•j-

X6 i i r i r ờ n g  h ợ p  t h ử  n ỉ ì ấ l  : J  cp (> )  h (x )  d x  0
— -X3

1 c - 1 =  J rp(x) h ( x )  ck
oo

v ( 0 .  U) =  J  — - 2 —  cp(x) h ( x )  c x p  Ị -  £  —  Ị d i
(■■*) n ô i  1 , , ,  ố f  {

i- 1

T “ cố f  ■ • • f  'p (0. õ )  n  cie, -  1 V ( ỏ r ...... ”cĩk)
— -° ---- oo =52 ]

T T ă ĩ r

Vậy Y(0, õ) chinh là hàm  m ật  đ ộ  xác suắt  c ' a  các biến  ( 0 1 0k) và th am  là 

( ^ I ....... f’k)- I u' dó ỉiíuii đ ặc  h ưng lư ơn g  ú ng  VỚI tịỊ(0. 6) đi rợc cho  b ố i :

t ổ  d i  ..... tk) =  J . . . , J  exp ị i £  Ojtj ị 1|>(0 , z ]“]  d 0J _
_.oo __oo '  j —] i«.l

k lan
> I k _ . -f-30 J k

"  CCXP ị -  ị  E  6i  ' I  • I Tr<‘ > >'<*) e *p Ị ‘E  fj Ưi ( x> ị d i
j - i  — — j—1 7

Đặ* biệt lấy tj =  ẵa =- ... =* tk =  t thi

£ỗ .........  () =  c e x f’ l -  y  I ]  %  Ị • J  <p(x > Í1(X) c x p j  1 t £  U j ( i ) | d x
H  * * H  '

[ ta i í  1
— 2 ^  6 2 Ị l ien tục tai

i-1
t =3 0  n é n  !a  c ó



J  qi> (X) h (x)  e x p  f it £  ƯJ (X) I d i  cũng  l i é n  tục lại I 0
mm °® j —1

lim
k 2 -f oo k

do đô £  6} — 0 =  c  I (p (x) h (x) e x p  I it ]T ĩij (x) ị
j-1 —00 j -

là h à m  đặc t rưng .

Đặt  u  (x) =  2  Uj (x). T ừ  giả th iế t  cố U’( x ) > 0  và n h ư  vậy
ỉ -1

dx
c /  V (U-* ( x ) ) h ( U “ 1(x)) e
_oo

i tx

U'(x)

là  h à m  đặc t rưng .  T h e o  bô đè 1 ta có

— ỉ—  (p"(U_ J (x)) h (Ư- 1 ( x ) ) là hàm  m ậ t  độ. Vậy
U ’ (X)

ẹ  ( U - 1 ( x ) ) h ( ư - ! (x)) >  0 Vx 

T ừ  đó ẹ  (x) >  0 Vx = )  cp(x) >  0 Vx t rừ  t r ỏ n  tập  d i m  đư ợc

T rư ớ n g  h ợ p  2 : /  cp (x) h (x) dx  == 0
—  •«

Ta láy đ ẫy  (x) thỏa m ã n  :

1. l im  cpn (x) =  cp(x) Vx
D -+ o o

2.  Ỵ  ĩ . ( z )  h W e x p | - | i : ( U l ( , >-f  e | ) ' j đ » 0  V „ > N
i o o  f 2  J -1  2 6  )

Có Ihẽ chĩ ra một dãy  cụ Ihễ vl dự n h ư  ta lẫy  d ẫ y  en —> 0 và h à m  g (x )  sao
+00

cho  /  h ( x )  g(x)  dx  <  -f- 00 khi đó  lấy

TnOO =  <p(*) +  fc'n g (* )

T h e o  chửng m in h  t rẽn  thì <f„ (x) >  0 Vn >  N, Vx

Vậy <P(x) >  0 Vx = )  cp(x) >  0 Vx t r ừ  t rên  tộp đếin đ ư ợ c .

Bĩ) dầ 3 : Cho họ e -  m ũ  2k th am  sỗ T] =  (£],., sk, ố].., 0 k)

T ro n g  đó - »  <  tị < '  +oo,  0 <  C)ị <  1 i =  1, 2,.., k 

Với hàm m ật  độ cho  bời :

I k k u ! (x) 1
f (X, n) =  h (x )  e x p Ị £  t jU , (x )  -  £  .+  V Cn)Ị . w (X. tị)

t i - 1  i -1  2 6 ?

trong đ ỏ  ị \v (X, T)) — 1 I <  ( E ) V(x, T])



Già thiết  t h ê m  r ằ n g  hàm Ề Uj (X) là hàm ị&Uịị thực  sự,  khả vi t he o  X và
i — 1

nhụu mọi g iá  trị t r ê n  R \  Khi đ ỏ  t ừ  bát đẳng  thức  <f >  0 Vij vồ I rp I <  M
y \  !:ì í ỏ :

2Me
cp (X) >  -  - yX í r ừ  ivẽĩì tập đ ế m  đư ơc

1 — 8

C h ứ n g  m in h  :

T  t A  i  u j ( i )  _ .

IÌM ỉ  (X, n) =  h (x )  e x p  £  gj Uj (x) -  £  +. V (Tì) ị
( i - i  i - 1  2 6 *  >

t ro i  '4 .1 í V (TJ) r luạc  xác đ ịnh  sao  cho /°° ĩ ( X ,  ri) đx =  1
- oo

i) * làng kiềm tra  r ằn g  : ! e v M ”  v On) 1 I ^  £ _
1 ■—H

i e v ( n ) ~ v ( m
1 —e

+ ~  -  —2Me
Và KTị !p — f  <p('<) ĩ  (x. ĩ]) dx >  — fi-ong (íó cp(x) là hàm  sao  cho (P > 0

Vậy Uito  bò đe 1 la cỏ :
2Me

<p (x) > ------- —  y x  t rử  t r ẻ n  tập đ ếm  được.
I —e

!)inh lý 1 : Cho họ mu 2k th am  ĩ] =  | k, ối,., 6k)

• 1,: đo ro <c li <  +  00, 0 <;  6 ị «< 1, i = K  2..:., k, vói hùm mật  độ c h o  bởi

, k k U* (X)
i (X, 71) =  ỵ. (X) e x p  } v  Sj u ,  (X) -  £  _ _ _ _ _  -f V (TJ) j

» 1-1 i~i 2Ố2 1

Già Ihiết th êm  r ằ n g  h à m  ế  Uj(x)  là t i n g  thực sự ,  k h ả  vi theo  X r à  n h ận
i—1

inọi ịịi*. I n  t rèn  đ ư ờ n g  (hẩng l! ực. Khi đó  thồng kê

T ( x )  =  (UjiT),  u 2 (x),.... L\(X))  
là (8, È) — dây đ ủ  TỚi e >  0 bất ký 

C hửng  m inh  : ( .iả sử ọ ( x )  là h à m  bát kv mà

! E-r) CJ> I <  e Vì]

Khi dó E )1 (rp -f- e) Ị> 0 Y’ĩỊ (cp—e) ^  0 y

Áp dụng  hồ đe  ỉ la cố í  +  9  >  0 (P. h.  k. n ) và e — ?  >  0 ( Í U i . k . n )

Vậy ! c p ( x ) ị < e  (p.  h. k. n)

ỈJ>n/i lý 2 : Cho  họ e — mũ 2k tham  sõ T) --= (ỈJ,., | k, ố;,., 6 k) 

tro: g (ló -  00 < c l i  ; < ’ + ° ° .  6ị<[  1, i =  1, 2,., k, với hàm  mật  độ



cb*  bỏrl :
JL • “ (*) )

f  (X| n) -  h (*) <**p £  CJj (X) -  £  ---------- +  v (1) (x- 1l)
i -1  i - 1  2 6  f \

t r o n c  đ ế
I W ( x .  71) -  1 I <  e \ ( x .  T])

Giả  Ihiễt t h ê m  r ằ n g  h à m  ế Uj(x)  là hàm  tăng thực sự ,  khả r i  fheo X và 

n b ậ n  m ọi  giá t r ị t r è n  R 1. Khi đó nếu  gọi Gyj la lờp tẵt  c ả c â c  hám  <Ị ( x )đ o  đirợc

cp(x) I <  M yx 

T(X) =  (Uj(x), r , ( x ) . . . .  I k(x))

thỏa  mãn
I <p

t h l t h ổ n g  kê
T(X)  =  ( l

l à  ( g „ .  «. ^ Ỳ r r 1 )  - đSy  đủ

C h ứ n g  m in h  : T ừ  b i t  đẳng thức  I Eĩ | cp I <  e Y’tì 

t a  su y  ra  Efj (e  +  (p) >  0 và Er| (e — <p) >  0
Vì ! cp(x) I <  M y x  n ê n  I (p(x) +  e I < M  +  e  va I e -  <P(X) I <  M +  E 

Vậy th e o  bồ đè 3 ta c d :
“  M +  e  ) E

Vậy I <p( I )  I <  (1’ !>• »• ">1 — 8
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