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v l  BẶC TRƯNG BẠI s ỡ  CỦA Bộ TOÁN TỬ LẬP THẢN 
Đ Ạ I  SỐ H Ữ U  H Ạ N  CHIẼU T R Ê N  V À N H

NGUYỄN ĐĂ\'G TUẤ

Trong [1) cảc tác giả đă xây dựng đirực simbol của lớp loán tìr trừu tượn 
l ậ p  t h à n h  đại s6 h ữ u  hạ n  ch iều  t rên  vành,  klii vành  đã  cho bốl biến đối  với Ci 
toấn  tử sinh. Vi hạn chễ nầy nià hầu bết các toán tử chứa dịch chuyèii dỊ 
khổng tbuộc mô hinh trừu tượng của [1]. Tronfi bài này, mỏf rộng các kết quA cì
[1] xảy dựng limbol của lởp toán tử Irừn tượng lập Ihành đại số hữu hạn chiỉ 
cho phép khắc phục được những hạn chế đă nêu ở trên. Tiếp theo, dựa  vào [í 
xây dựng bố đii thức đặc fnrng, lừ đỏ tìm ra các tiẻu chuàn Noether và CÔI 
thức  tường minh của toán tử chiuh qiiyhai phía. Trong những trường hợp đ| 
biệt đ i  chỉ ra t iẻuchuẫn khả nghịch và công thức tinh toAn tử nghịch đảo tưoi 
ứng. Các áp dụng cụ thề cùa các mò hinh đưa ra ở đây không đượe xét troi 
bầi nảy, những áp dụng trực tiếp cò Ihè tháy trong [ 3 - 5 | .

1. Giả sử r  — chu tuyến đỏng, đơn hoặc đường thẳng. Kỷ liiộu X (r> —khôi
glân Banach cic  hàm trên r  (với chuàu đã biếl). S1 ..S2 .....Si—củc toán tù tuyí
tinh giởi nội tác dụng trong X(F). Đễ đơn giàn, la sử dụng ký hiệu :

(a<p) (t) =• a (t) fp (0
Ký hiệu: £  (X (P)) — đ«i sổ Banach lất cả các toán lử tuyẾn lính giới nl 

t&c dụng trong X (F); ,T -  iđêan hai phía cảc toán từ hoàn  toồn !iẽn liiC.

Tiếp theo ta sử dụng giả thiếl sau đây:
Trên r  cho một vành F các kảtn lién tực tbỏa mẵn các điều kiện:
1. Va (t) ^  F thì a ^  L (X ( r ) ) ; li a II Ị <  cosin t II a ii

2. va ^  F . 3 a, (t) ^  F sao ch o : Sj a — ^  7

(trong [1J giả thiết các Oị (l) =  a (t) ; i =  1, 2.....n)
3. va  ệ  F  và a ( t ) = f c t ^ r  thl  f a ( t ) ] - i ^ F

4. S j , Sj ..... Sj (Sj =  I) độc lập tnyẽn tính trén F, tức l à ;
Nễu có 8iSi -f- 3 " +  ... +  a, S| ^  7 "; Hj ^  F thi aj =  í»2 =* . . .=  â |  =  0

Xét đ*i số các toán tử dạng A =  ì  +  T
j“”i

í? =  ị A : A -  ì  a,Sị +  T ;  S id)  6  F  , T  €  2/1

và giẳ fhlỄt rảii^ (Sj S j S ] )  lập thành một đại s6 bữu hạn chiều trên F :



S j  =  2  ;  T i j | j ( t ) $ F  :  I i j € :  7 *

k =  I
yễ t h ấ y ,  l á  i n ộ l  d ạ i  s 6  t r ê n  ( ' .

ứ n g  với inỗi A $  íộ la ký hiệu Ã là l*p thặng dư trong đai iố thương
= '^ /7  n  •

Ã =  X a ,S i
i—I

B ạ t f Ã ( X ) = Ã . X  (fX:

» được một pbép đẳng cẫu từ đại srt 5? vào đại s6 các phép bi ín  đôi tayếii llnh 
ủa inôđun tự do. '>ặ trôn vành F. Chọn S i . S2 .... Sj lúm cơ sở thi ứng vời mỗi
i ^ Oì pliép biển đõi fA cho ta một ma trận ỐA :

, I
Ố A  =  II B ị ị  II j j _ i  ;  3 j j  =  s  ĩ i i j i  « k

h— 1

Đị/ìA nghĩa 1 : ỐA được gọi là simbol của toán tử A.

ương tự như trong [4], ta viếl A B nếu A—B ^  J. Bại số cáo matrận I X 1 aác 
rhàn từ Ể F được ký hiệu là F j .

Đàng tỉah toản trực tiíp, ta cỏ thề chửng m in h :
Định lý 1: Đề ánh xạ í>: ->■ F|

A -*  ỐA

Ac định niột đồng cấu thl điẽu kiện cằn TÌ đủ là

'■*1  ̂ k£l 

(j . j  =1̂* p =•
ro n g  đ ỏ  bp ^  F  Tà Sp bq bp, Sp.

Về san, ta luôn luồn giả thiết (1) được thỏa mãn.
2. Các đặc irưng đại sô vả các tiều chuòn Noether.
Tưang tự như Irong [2], ta đira ra định Dghĩa:
Định nghĩa 2. Toán lử A ^  L (X (F)) được gọi lả to4n lử dạng đại s5 trên F  

QỄU tòn tại bò da thức toán tử;

F (X) =. X" + + . . . +  8n sao cho
ỉ) «i (l) €  F : i =  1,2,...,n 
ỉi) F (A) ^  0
iii) [A, aj] ; j = l,2,.,.,n.
VIF là vành giao hoán nên cỏ thè đ ặ t :

A (X) =  det (X ỐI -  ỐA) X' -  ẹi (A) X"-« + . . . +  ( - i ) '  (pj (A) 

tíhận xét rằng khi, A 6  R thi (pi, (A) ^  F Tồ:
( p i ( A ) = ố p 8 A  ; (f, (A) =  delỐA



Định lỳ 2:  Mọỉ A ^  R đ ỉu  lá toán tử dạng đại lổ.
Chửng minh. Do 0  là dồng cấu nên i và iii) là hiễn nhién. Ta chứng min

II) Ihỏa mãn. Thật Tậy, Iheo định lý Hamilton Cayley thl P a (*a) =  0. Mặt khái 
Cí> (Pa (A)) =  cl> (A' -  (A) A'-1 + . . .+  ( - 1 ) ‘ cpi (A)) =
=  (6 a ) '  -  (Ti (A) (ỐA)'-1 + . . . +  ( - 1 ) '  % ( A )  =  P a  ( ố a )  =  0  

Do c> đông cíu,  nêo Pa (A) ~  0. Định lý được cliửng minh.
Từ các định lỷ 1 và 2 ta nhận được các tièu chuầQ Noellier và  dạng tường 

minh của toán tử chinh quv hóa.

Định lý 3: Điều kiện đủ đề A ^  íộ là toản tử Noether là simbol Ga khôn|j 
suy biển.

Chứng minh. Ta có del ỐA (l) 0 nên theo giả thỉếl 3) trong 1, ta đượ
[det ố A (l ) r^  ^  F . Đặt

• R  =  ( - ] ) ' - !  [del ỐA]-» Qa (A). 
t rỏ n g  đỏ Q a (X) =  [ P a (X) -  P a ( c)]/X 
tbl RA =  ( -  1)'-! fdet 6a]-^ Qa (A) A =  I 
Tương tự AR =  I.

Vậy A là toán từ Noether. Định lý đưọc chứng minh.
Định lý U: Nếu A là toán tử Noether và toán tử cbính quy R của nó thuộc 

(Ằ thl simbol ỐA không 8uy biến.
Chứng minh:  Tlieo giố thiết R ^  ^  nên o  (AR) =  ỐA . fjR = Oi.

Tương tự «í> (RA) — ỐR 6A =  6i. Từ đây la đirợc điều phải chửng minh.

Nhận xét r ẳn g  F  là CỈẠÌ sổ  giao hoán ,  do  VẬ3'. mỗi p l i à n tử  ỐA ^  Fị đèu c 
một đa thức l6i thiều tương ứng, về  ỉác  định đa Ibức tối Ihièu của A đưựctínl 
theo quy tắc sau đáy :

Định lý 5 : Nếu Ma (X) là bó đa thức tối thiều của ỐA thi nỏ cOng là đa tbứ 
tổi liều của A.

Chứng minh : được suy trực tiễp từ tinh đỒDg oẵu của ánh xạ
cj>: A — ỐA

J. Tiêu chuần khả nghịch.
Trong mục này fa sẽ cho một tiêu chuằn khà nghịch của toán từ A IroDị 

trường hợp ct> là đẳng cẫii.

Giả aử A =  s  ai Si thỏa mẫn các điều k iện : 
i - ’

1. ya  ^  F ; ga; ^  F sao cho Si a =  Hi Si

2. Si Sj =  'I’ijk^k

P a (X ): =  det (Xối — Ốa) =  •+■>«• +  bi

Khi đỏ có ib) phát b i ỉ u :

8



Dịnlì lý 6 : Toán tử A khi nghịch khi vả chỉ khi bi (t)=f= 0. Khi đó toAo tử 
^l i ịch đảo  đư ự c  l ính iheo  côDg t h ử c :

A-1 =  - b i - i  (A'-1 +  b. A'-» +  ...4-bi_,)
Chứng minh : Thật vậy. lẻl phư<rnjỉ trinh A.p =  f ìrong X (P). Khi đ ổ :

[Pa (A) -  b ,19 =  (A'-' 4- b. A'-2 + . . . +  b j , )  f 
lay - b , T  =  (A ' - '  +  1), +  .. +  b,_i )  f
rộy nếu bi ^  0 Ihì piiirơng trinli cỏ nịỊhiộni duy Iiliất cp =  A~' f 
ỉếu 1)1 (l„) =  0 thi đièii kiện cần dò pliương trỉnli có Iighiệm lồ

(A ' -»+  b i A ' - ^ + . . . f  b,_0 f(to) =  0 
Do vậy. nếu chọn f (t) mà đièu kiẹii (i) khồng thỏa mẵn thi phương trinh 

Lcp =» f khònggiằi dược, từ đỏ suy ra A khỏng khả nghịcb.
Xhận x é i : Địnli lỷ 6 có thề xem như hộ quả trực tiếp cùa định lý 4 khi phép 

ỉòng cẵu íỉ>được Ihay bởi phép đẳng cẫii.
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HryeH /Ịanr Tyan 
OB AJirEBFAMMECKHX CBOfiCTBAX OnEPATOPOB  

OBPASyKDlUHX KOHEMHyK) A / i r E B P y  H A R  KOJlbUOM

PaccMaTpiiBacTCH 0;1HH K;iacc aốcTpaKTHUx onepaxopoB BK̂ iioHeHHHX B ceốe 
iiHOriie KoiiKpcTHbie BIIAU ciiHry;iHpHux HHTerpa;ibHux onepaTopOB. riocTpoeH 
:iiMBo;i 6a oncparopa AII HaìÌACH KpiiTepiiíi ro;i0M0p(Ị)H0CTH OTOốpa>KeHHH A-*ỐA, 
('C.IOBỈIH iiêTepoBOCTii H oỐmHii B114 pery.iHpỉiaaTopa. B qacTHOCTH, íioKasaHO, 
ITO KH)KAUÌÌ o n c p a T o p  n o p o i K ^ e n H H i i  KOHCHHOỈi a ; i r e 6 p o f i  HB;ifleTCH o n e p a t o p o M  
I.ireốpanqccĩcoro Tiina H3A AaHHHM K0 ;ibU0 M.

vỉguyen Dang Tuan
SOME ALGEBRAIC CHARACTERIZATIONS OF OPERATORS 
FORMING FINITE DIMENSIONAL ALGEBRA ON A RING

Consider a class of abstract operators generalizing special models f tudied 
)efore, when the tjiren operators form a finite dimesional algerba on acommu- 
alive ring. We find simbol, homeomorphisra criterion, Noether criterion and 
•egularizatio. expreasion. lu special case it is showed that these operator! are 
kosc of algcbraic form on Ibe given ring.
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