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Më ®Çu

1. Lý do chän ®Ò tµi:

Cho S = K[x1, . . . , xn] lµ vµnh ®a thøc ph©n bËc chuÈn vµ M lµ

S-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh: M =
⊕

i∈ZMi. ChØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña M lµ sè

reg(M) = inf{p | H i
m(M)j = 0 ∀i, j : i+ j > p},

trong ®ã H i
m(M) lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng ph©n bËc thø i víi

gi¸ lµ i®ªan cùc ®¹i thuÇn nhÊt m = (x1, . . . , xn).

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford ®ãng mét vai trß quan träng

kh«ng chØ trong §¹i sè giao ho¸n mµ c¶ trong H×nh häc ®¹i sè. Ch¼ng

h¹n, v× nã chÆn trªn tÊt c¶ c¸c bËc sinh cùc ®¹i cña c¸c m«®un xo¾n nªn

cã thÓ xem nã nh mét ®é ®o vÒ sù phøc t¹p cña m«®un. ChØ sè chÝnh

quy Castelnuovo-Mumford cßn cã thÓ ®îc dïng ®Ó ®o ®é phøc t¹p cña

thuËt to¸n Buchberger. ChÝnh v× vËy vÊn ®Ò nghiªn cøu chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford kh«ng chØ cã ý nghÜa lý thuyÕt, mµ cßn cã ý nghÜa

thùc tiÔn, theo nghÜa khi cã mét bµi to¸n cô thÓ, nã cho biÕt s¬ bé thêi

gian cÇn ch¹y cña mét phÇn mÒm ®Þnh sö dông vµ do ®ã biÕt tríc kh¶

n¨ng cã thÓ sö dông ®îc phÇn mÒm ®ã hay kh«ng. §©y lµ mét vÊn ®Ò

nghiªn cøu thêi sù, ®îc nhiÒu ngêi quan t©m.

2. Môc ®Ých nghiªn cøu:

Môc ®Ých nghiªn cøu cña ®Ò tµi nµy lµ thiÕt lËp chÆn trªn cho chØ sè

chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cho mét sè líp m«®un míi.

3. §èi tîng nghiªn cøu:

§èi tîng nghiªn cøu cô thÓ cña luËn ¸n lµ c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu

®Þa ph¬ng, chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford vµ c¸c bÊt biÕn liªn

quan nh bËc suy réng, a-bÊt biÕn.
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4. Ph¹m vi nghiªn cøu:

Trong luËn ¸n nµy, chóng t«i chØ nghiªn cøu hai líp m«®un: líp m«®un

Cohen-Macaulay suy réng d·y vµ líp m«®un chÝnh t¾c còng nh c¸c

m«®un khuyÕt cña mét m«®un.

5. Ph¬ng ph¸p nghiªn cøu:

Chóng t«i sö dông ph¬ng ph¸p nghiªn cøu lý thuyÕt, kÕt hîp víi phÇn

mÒm m¸y tÝnh CoCoA ®Ó tÝnh mét sè vÝ dô cô thÓ. LÜnh vùc lý thuyÕt

chóng t«i sö dông lµ ®¹i sè giao ho¸n vµ ®¹i sè ®ång ®iÒu.

6. ý nghÜa khoa häc vµ thùc tiÔn

LuËn ¸n ®· cã nh÷ng ®ãng gãp lý thuyÕt míi. Cô thÓ, chóng t«i ®· thiÕt

lËp ®îc chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña c¸c líp

m«®un: m«®un ph©n bËc Buchsbaum d·y, m«®un ph©n bËc k-Buchsbaum

d·y, m«®un chÝnh t¾c vµ c¸c m«®un khuyÕt cña c¸c m«®un ph©n bËc.

Víi c¸c kÕt qu¶ ®¹t ®îc ta cã thÓ thÊy c¸c phÇn mÒm ®¹i sè hiÖn cã

cã thÓ ch¹y kh¸ tèt trªn c¸c líp m«®un Buchsbaum d·y hoÆc k-Buchsbaum

d·y víi k bÐ.

7. Tæng quan luËn ¸n

Kh¸i niÖm chØ sè chÝnh quy b¾t nguån tõ nh÷ng c«ng tr×nh vÒ ®êng cong

x¹ ¶nh cña Castelnuovo vµ ®îc Mumford ®Þnh nghÜa vµ ph¸t biÓu cho c¸c

®a t¹p x¹ ¶nh. Sau ®ã Eisenbud-Goto [7] diÔn ®¹t theo ng«n ng÷ §¹i sè giao

ho¸n và cho c¸c m«®un ph©n bËc.

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford ®ãng mét vai trß quan träng

kh«ng chØ trong §¹i sè giao ho¸n mµ c¶ trong H×nh häc ®¹i sè. Ch¼ng h¹n, v×

nã chÆn trªn tÊt c¶ c¸c bËc sinh cùc ®¹i cña c¸c m«®un xo¾n nªn cã thÓ xem

nã nh mét ®é ®o vÒ sù phøc t¹p cña m«®un. ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cßn cã thÓ ®îc dïng ®Ó ®o ®é phøc t¹p cña thuËt to¸n Buchberger

nh Bayer vµ Stillman ®· chØ ra. V× vËy mét trong nh÷ng vÊn ®Ò ®Çu tiªn
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®Æt ra trong viÖc nghiªn cøu chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford lµ chÆn

trªn nã th«ng qua c¸c bÊt biÕn kh¸c cña m«®un. KÕt qu¶ quan träng vµ næi

tiÕng nhÊt lµ cña Gruson-Lazarsfeld-Peskine nãi r»ng ®èi víi ®êng cong

x¹ ¶nh kh«ng suy biÕn C : reg(C) ≤ deg(C) − codim(C) + 1, trong ®ã

deg(C) lµ bËc, cßn codim(C) lµ ®èi chiÒu. Khi chiÒu ®a t¹p V lín h¬n 1

th× gi¶ thuyÕt Eisenbud-Goto nãi r»ng bÊt ®¼ng thøc trªn vÉn cßn ®óng, tøc

lµ reg(V ) ≤ deg(V )− codim(V ) + 1. Tuy nhiªn gi¶ thiÕt nµy cha ®îc

chøng minh, trõ phi V thuéc mét líp ®Æc biÖt nµo ®ã. Ch¼ng h¹n khi V lµ

®a t¹p Buchsbaum hoÆc cã deg(V ) ≤ codim(V ) + 2 th× ®iÒu ®ã ®· ®îc

Stückrad vµ Vogel chøng minh (xem [15]). Víi gi¶ thiÕt yÕu h¬n khi V lµ

®a t¹p Cohen-Macaulay suy réng th× cã mét sè bÊt ®¼ng thøc yÕu h¬n. C¸c

nghiªn cøu nµy (kÓ c¶ cho m«®un) ®· ®îc mét sè t¸c gi¶ tiÕn hµnh (ch¼ng

h¹n xem [12], [13]).

Bµi to¸n thø nhÊt ®îc xÐt ®Õn trong luËn ¸n nµy lµ chÆn trªn chØ sè

chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña m«®un Buchsbaum d·y vµ m«®un k-

Buchsbaum d·y. Sau ý tëng cña Stanley, N. T. Cêng-L. T. Nhµn ®· ®a

ra kh¸i niÖm m«®un Cohen-Macaulay suy réng d·y (xem [6]). KÕt hîp

víi kh¸i niÖm m«®un k-Buchsbaum tríc ®ã, chóng t«i tríc hÕt ph©n lo¹i

m«®un Cohen-Macaulay suy réng d·y thµnh c¸c m«®un k-Buchsbaum d·y.

Chóng t«i sÏ chøng minh r»ng ®èi víi líp c¸c m«®un nµy chóng ta còng cã

chÆn trªn cho reg(M) t¬ng tù nh trêng hîp m«®un k-Buchsbaum (xem

§Þnh lý 2.3.4 vµ §Þnh lý 2.4.2). Tuy nhiªn cÇn ph¶i nhÊn m¹nh r»ng ngoµi

viÖc sö dông sè k, th× thay cho bËc th«ng thêng, c¸c chÆn nµy ®îc tÝnh

th«ng qua bËc sè häc, mét kh¸i niÖm ®îc ®a ra bëi Bayer vµ Mumford

[3].

Song song víi viÖc chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

ngêi ta cßn dïng nã ®Ó nghiªn cøu c¸c bÊt biÕn kh¸c. Trong bµi b¸o [9],

chóng t«i b¾t ®Çu nghiªn cøu mét híng míi lµ sö dông chØ sè chÝnh quy
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Castelnuovo-Mumford ®Ó chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

cña m«®un chÝnh t¾c. Víi S-m«®un M , m«®un chÝnh t¾c cã thÓ ®îc ®Þnh

nghÜa nh sau: Kd(M) = Extn−dS (M,S)(−n). Kh¸i niÖm nµy ®îc ®a ra

bëi Grothendieck vµ nã ®ãng vai trß quan träng trong §¹i sè giao ho¸n vµ

H×nh häc ®¹i sè. Mét c©u hái tù nhiªn ®Æt ra lµ cã chÆn trªn cho chØ sè chÝnh

quy Castelnuovo-Mumford reg(Kd(M)) cña Kd(M) theo reg(M) hay

kh«ng? Bªn c¹nh m«®un chÝnh t¾c, chóng ta còng quan t©m ®Õn vÊn ®Ò t¬ng

tù ®èi víi tÊt c¶ c¸c m«®un khuyÕt Ki(M) = Extn−iS (M,S)(−n), i < d.

Bµi to¸n chÆn trªn reg(Ki(M)) theo reg(M) lµ bµi to¸n thø hai xÐt ®Õn

trong luËn ¸n. §©y lµ bµi to¸n cã ý nghÜa, v× ta cã thÓ nãi reg(Ki(M)) kiÓm

so¸t d¸ng ®iÖu cña l(H i
m(M)j) ë c¸c thµnh phÇn ©m. Chó ý r»ng trong c¸c

bµi b¸o cña M. Brodmann vµ mét sè ngêi kh¸c ®· xÐt ®Õn vÊn ®Ò khi nµo

th× l(H i
m(M)j) trë thµnh ®a thøc (ch¼ng h¹n xem [4]). Nh vËy cã thÓ nãi

r»ng chÆn trªn reg(Ki(M)) lµ tiÕp nèi vÊn ®Ò cña Brodmann vµ c¸c céng

sù.

Chóng t«i b¾t ®Çu nghiªn cøu víi m«®un chÝnh t¾c. Khi M lµ m«®un

k-Buchsbaum d·y th× cã chÆn trªn tèt cho reg(KM) (MÖnh ®Ò 3.1.6). TiÕp

®Õn chóng t«i h¹n chÕ l¹i b»ng viÖc xÐt trêng hîp vµnh. Khi ®ã nÕu m«®un

chÝnh t¾c cña mét vµnh lµ m«®un Cohen-Macaulay th× ta còng cã chÆn trªn

reg(KR) theo reg(R) (§Þnh lý 3.2.7). Líp m«®un Cohen-Macaulay chÝnh

t¾c do Schenzel ®a ra gÇn ®©y (xem [14]). Nã lµ mét më réng cña m«®un

Cohen-Macaulay nhng kh«ng ph¶i lµ líp con cña m«®un Cohen-Macaulay

d·y. Thùc chÊt cña viÖc nghiªn cøu trong trêng hîp nµy lµ ®¸nh gi¸ a-bÊt

biÕn cña m«®un chÝnh t¾c KM . §èi víi bµi to¸n nµy ta kh«ng cÇn h¹n chÕ

g× vÒ vµnh R (xem §Þnh lý 3.2.6).

Sau bµi b¸o [9], c¸c t¸c gi¶ L. T. Hoa vµ E. Hyry ®· chÆn trªn ®îc

reg(Ki(R)) cho tÊt c¶ c¸c m«®un khuyÕt Ki(R) cña mét vµnh th¬ng cña
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vµnh ®a thøc (xem [11]). Lý do trong [11] chØ gi¶i quyÕt ®îc cho trêng

hîp vµnh mµ kh«ng gi¶i quyÕt cho m«®un v× cha chÆn trªn ®îc ®é dµi

cña m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng.

§Ó chÆn trªn reg(Ki(M)) theo reg(M) víiM lµ m«®un tríc hÕt chóng

t«i chÆn trªn ®é dµi c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng (§Þnh lý 4.1.3).

Ph¬ng ph¸p chøng minh §Þnh lý 4.1.3 ë ®©y hoµn toµn kh¸c so víi [10].

Nã dùa vµo quy n¹p theo thø tù cña c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng.

Sau ®ã dùa theo ph¬ng ph¸p cña L. T. Hoa-E. Hyry chóng t«i ¸p dông cho

m«®un. KÕt qu¶ chÝnh lµ §Þnh lý 4.2.13. Ph¬ng ph¸p cña L. T. Hoa-E.

Hyry lµ dùa vµo kÕt qu¶ chÆn trªn ®é dµi ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng cïng

víi kÕt qu¶ cña M. Brodmann, C. Metteotti, N. D. Minh ([4], Proposition

3.2) vµ d·y khíp cña Schenzel liªn kÕt m«®un khuyÕt thø i+ 1 cña M víi

m«®un khuyÕt thø i cña M vµ cña M/xM (xem Bæ ®Ò 3.2.5). Trªn c¬ së

®ã cã thÓ ¸p dông quy n¹p theo i. Khi ®Æt M = R vµo §Þnh lý 4.2.13,

chóng t«i gÇn nh nhËn ®îc l¹i kÕt qu¶ cña [11], Theorem 14.

8. CÊu tróc luËn ¸n:

Ngoµi phÇn më ®Çu vµ phÇn kÕt luËn, luËn ¸n ®îc chia lµm 4 ch¬ng.

Ch¬ng 1 lµ ch¬ng KiÕn thøc chuÈn bÞ. Trong ch¬ng nµy chóng t«i nh¾c

l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ cÇn thiÕt vÒ vµnh vµ m«®un ph©n bËc, còng

nh nh÷ng tÝnh chÊt c¬ b¶n cña chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

nh»m gióp ngêi ®äc dÔ dµng theo dâi néi dung luËn ¸n h¬n.

Trong Ch¬ng 2 chóng t«i xÐt bµi to¸n t×m chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña m«®un Buchsbaum d·y vµ m«®un k-Buchsbaum

d·y. Trong Môc 2.1 chóng t«i giíi thiÖu kh¸i niÖm m«®un Buchsbaum d·y

vµ m«®un k-Buchsbaum d·y vµ mét sè vÝ dô vÒ c¸c m«®un ®ã. Kh¸i niÖm

bËc sè häc ®îc giíi thiÖu trong Môc 2.2. B»ng c¸ch sö dông läc chiÒu

chóng t«i ®a ra c¸ch tÝnh bËc sè häc th«ng qua bËc th«ng thêng (Bæ ®Ò
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2.2.4). Trong Môc 2.3 chóng t«i thiÕt lËp chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña m«®un Buchsbaum d·y. KÕt qu¶ chÝnh ë ®©y lµ

§Þnh lý 2.3.4. Cã c¸c vÝ dô cho thÊy cho thÊy chÆn trªn cña §Þnh lý 2.3.4

lµ chÆt vµ kh«ng thÓ thay thÕ adeg(R) bëi deg(R). ViÖc thiÕt lËp chÆn trªn

cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña m«®un k-Buchsbaum d·y

®îc tr×nh bµy trong Môc 2.4. KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy lµ §Þnh lý 2.4.2.

Môc 2.5 chóng t«i ®a ra c¸c vÝ dô chøng tá r»ng kh«ng thÓ bá k còng nh

kh«ng thÓ thay bËc sè häc adeg(R) b»ng bËc th«ng thêng trong §Þnh lý

2.4.2. C¸c kÕt qu¶ cña ch¬ng nµy ®îc ®¨ng trong phÇn ®Çu cña bµi b¸o

[9] vµ bµi b¸o [1].

Trong Ch¬ng 3 chóng t«i thiÕt lËp chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña m«®un chÝnh t¾c KM th«ng qua reg(M) vµ c¸c

bÊt biÕn kh¸c cñaM , trong ®ãM tho¶ m·n mét sè ®iÒu kiÖn ®Æc biÖt. Trong

Môc 3.1, chóng t«i chÆn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña KM

khi M lµ m«®un Buchsbaum d·y (MÖnh ®Ò 3.1.6) hoÆc lµ m«®un Cohen-

Macaulay (MÖnh ®Ò 3.1.7). Môc 3.2 nghiªn cøu bµi to¸n t¬ng tù cho vµnh

Cohen-Macaulay chÝnh t¾c. KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy lµ §Þnh lý 3.2.7.

§Ó chøng minh ®Þnh lý nµy chóng t«i xÐt bµi to¸n tæng qu¸t h¬n lµ t×m chÆn

trªn cho a-bÊt biÕn cña KR cho mét vµnh tuú ý (§Þnh lý 3.2.6). KÕt qu¶

cña ch¬ng nµy ®· ®îc ®¨ng trong phÇn sau cña bµi b¸o [9].

Trong Ch¬ng 4 chóng t«i ®a ra chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford cña c¸c m«®un khuyÕtKi(M). Tríc hÕt trong Môc

4.1 chóng t«i xÐt chÆn trªn ®é dµi cña c¸c thµnh phÇn ph©n bËc cña c¸c

m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng. KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy lµ §Þnh lý

4.1.3. TiÕp theo, trong Môc 4.2 chóng t«i xÐt chÆn trªn cho chØ sè chÝnh

quy Castelnuovo-Mumford cho c¸c m«®un khuyÕt Ki(M). KÕt qu¶ chÝnh

cña môc nµy lµ §Þnh lý 4.2.13. §Ó chøng minh ®Þnh lý nµy chóng t«i cÇn

chøng minh cho trêng hîp M lµ m«®un ph©n bËc d¬ng (§Þnh lý 4.2.1).
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Chøng minh ë ®©y lµ nh÷ng tÝnh to¸n phøc t¹p ®îc tr×nh bµy trong 6 bæ

®Ò (tõ Bæ ®Ò 4.2.7 ®Õn Bæ ®Ò 4.2.12). Ph¬ng ph¸p chøng minh dùa vµo bµi

b¸o [11] vµ phÇn chuÈn bÞ ®îc tãm lîc trong c¸c Bæ ®Ò 4.2.3-4.2.6. KÕt

qu¶ cña Môc 4.1 ®îc tr×nh bµy trong bµi b¸o [5], cßn kÕt qu¶ cña Môc 4.2

sau ®ã ®îc c¶i tiÕn thªm vµ tr×nh bµy còng ë bµi b¸o [5].

C¸c kÕt qu¶ trong luËn ¸n ®· ®îc c«ng bè trong ba bµi b¸o [1], [9], [5].

Mét sè thuËt ng÷ tiÕng ViÖt chóng t«i dùa theo LuËn ¸n TiÕn sü Khoa

häc cña Lª TuÊn Hoa [2].
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Ch¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

1.1 Vµnh vµ m«®un ph©n bËc

Cho M lµ m«®un ph©n bËc trªn vµnh ®a thøc ph©n bËc chuÈn S. Khi ®ã

M cã mét gi¶i tù do ph©n bËc tèi tiÓu

0 −→
βq⊕
i=1

S(−aqi)
ϕq−→ · · · −→

β1⊕
i=1

S(−a1i)
ϕ1−→

β0⊕
i=1

S(−a0i)
ϕ0−→M −→ 0,

(1.1)

trong ®ã aki, k = 1, . . . , q; 1 ≤ i ≤ βk lµ nh÷ng sè nguyªn. C¸c sè βi ®îc

gäi lµ sè Betti thø i cña M . Sè β0 chÝnh lµ sè phÇn tö sinh tèi tiÓu cña M

vµ ta sÏ kÝ hiÖu lµ µ(M). Sè

gen(M) = max{a01, . . . , a0β0
}.

®îc gäi lµ bËc sinh cña M . Chóng ta còng dïng ®Õn kÝ hiÖu

indeg(M) = inf{n | [M ]n 6= 0} = inf{a01, . . . , a0β0
}

(ta quy íc indeg(0) =∞).

1.2 ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

Cho R = S/I , trong ®ã I lµ i®ªan thuÇn nhÊt. ChoM lµ R-m«®un ph©n

bËc h÷u h¹n sinh chiÒu d. Ta kÝ hiÖu m = R+ =
⊕

i>0Ri lµ i®ªan thuÇn

nhÊt cùc ®¹i cña R vµ H i
m(M) lµ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng thø i

cña M víi gi¸ lµ m.

Víi mçi m«®un ph©n bËc N , ta ®Æt

a(N) = sup{t ∈ Z | [N ]t 6= 0},
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(ta quy íc a(0) = −∞), vµ

ai(M) := a(H i
m(M)).

§Þnh nghÜa 1.2.1. (Xem [7]) ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña

M lµ sè

reg(M) = max{i+ ai(M) | 0 ≤ i ≤ d}.

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cã thÓ ®Þnh nghÜa th«ng qua

c¸c bËc dÞch chuyÓn aij nªu trong (1.1).

§Þnh lý 1.2.2. ( Xem [7], Proposition 1.1 vµ Theorem 1.2) ChoM lµ mét

m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh trªn S. Khi ®ã:

reg(M) = max{aij − i | i = 0, . . . , q vµ j = 1, . . . , βi},

trong ®ã aij lµ c¸c sè x¸c ®Þnh ë gi¶i tù do tèi tiÓu (1.1).

Nãi riªng

reg(M) ≥ max{a0j | j = 1, . . . , β0} = gen(M). (1.4)

Nh vËy, reg(M) cho chóng ta mét chÆn trªn cho bËc sinh cùc ®¹i cña

M . §ã lµ mét ý nghÜa quan träng cña chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford.

C¸c tÝnh chÊt cña chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford ®îc sö dông

lµ:

Bæ ®Ò 1.2.3. (Xem [31], Bæ ®Ò 2.1) Cho r ≥ gen(M). NÕu H i
m(M)r−i =

0 víi mäi i ≤ d, th× reg(M) ≤ r.

Bæ ®Ò 1.2.4. ( Xem [16], Corollary 20.19) Cho

0 −→M −→ N −→ P −→ 0

lµ d·y khíp ng¾n c¸c S-m«®un h÷u h¹n sinh. Khi ®ã

(i) reg(M) ≤ max{reg(N), reg(P ) + 1},
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(ii) reg(N) ≤ max{reg(M), reg(P )},
(iii) reg(P ) ≤ max{reg(N), reg(M)− 1}.

Bæ ®Ò 1.2.5. Cho dim(M) > 0 vµ y ∈ S1 lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªn

M . Cho p ≥ 1. Khi ®ã

regp(M/yM) ≤ regp(M) ≤ regp−1(M/yM).

Gäi PM(t) lµ ®a thøc Hilbert cña M . Ta cã thÓ biÓu diÔn PM(t) mét

c¸ch duy nhÊt díi d¹ng

PM(t) = e0

(
t+ d− 1

d− 1

)
− e1

(
t+ d− 2

d− 2

)
+ · · ·+ (−1)d−1ed−1, (1.5)

trong ®ã e0, e1, . . . , ed−1 lµ c¸c sè nguyªn vµ e0 > 0. HÖ sè e0 ®îc gäi

lµ sè béi cña M , kÝ hiÖu lµ deg(M) hoÆc e(M). NÕu d = 0 ngêi ta quy

íc e(M) = l(M).

§Þnh lý 1.2.6. (c«ng thøc Grothendieck-Serre) Víi mäi t ta cã

HM(t)− PM(t) =
d∑
i=0

(−1)i dimK(H i
m(M)t).
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Ch¬ng 2

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford
cña m«®un k-Buchsbaum d·y

2.1 M«®un k-Buchsbaum d·y

§Þnh nghÜa 2.1.1. ( Xem [14], Definition 2.1 vµ [6]) Víi mçi sè nguyªn

0 ≤ i ≤ d, gäi Di lµ m«®un con ph©n bËc lín nhÊt cña M sao cho

dimDi ≤ i. §Æt D−1 = 0. D·y t¨ng

0 = D−1 ⊆ D0 ⊆ · · · ⊆ Dd = M

®îc gäi lµ läc chiÒu cña M .

Läc chiÒu lu«n x¸c ®Þnh vµ duy nhÊt. Ta ®Æt

Mi = Di/Di−1 víi mäi 0 ≤ i ≤ d.

Khi ®ã hoÆcMi = 0 hoÆc dimMi = i.

Môc tiªu cña ch¬ng nµy lµ nghiªn cøu chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cña m«®un Cohen-Macaulay suy réng d·y.

§Þnh nghÜa 2.1.4. Cho k lµ mét sè nguyªn kh«ng ©m. Mét m«®un M

®îc gäi lµ m«®un k-Buchsbaum d·y nÕu mçi m«®unMi, 0 ≤ i ≤ d lµ

m«®un k-Buchsbaum, cã nghÜa lµ

mkHj
m(Mi) = 0 víi mäi j < dimMi

M«®unM ®îc gäi lµm«®un Buchsbaum d·y nÕu mçi m«®unMi, 0 ≤
i ≤ d lµ m«®un Buchsbaum. NÕu vµnh R = S/I lµ m«®un k-Buchsbaum

d·y th× nã ®îc gäi lµ vµnh k-Buchsbaum d·y.
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2.2 BËc sè häc

§èi víi m«®un k-Buchsbaumn ngêi ta chÆn chØ sè chÝnh quy

Castelnuovo-Mumford th«ng qua bËc. §Ó më réng cho m«®un k-

Buchsbaum d·y ta ph¶i thay kh¸i niÖm bËc thµnh mét bÊt biÕn míi, gäi

lµ bËc sè häc do Bayer vµ Mumford ®a ra.

§Þnh nghÜa 2.2.1. BËc sè häc cña M lµ sè

adeg(M) =
∑

p∈Ass(M)

multM(p)e(S/p),

trong ®ã multM(p) = l(H0
mp

(Mp)) lµ ®é dµi béi cña p ®èi víi M .

Ta cã mèi liªn hÖ gi÷a adeg(M) vµ deg(M) th«ng qua läc chiÒu nh

sau:

Bæ ®Ò 2.2.4. Cho D = {Di}−1≤i≤d lµ läc chiÒu cña M . Khi ®ã

adeg(M) = deg(Md) + adeg(Dd−1) =
d∑
i=0

deg(Mi).

2.3 ChÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña

m«®un Buchsbaum d·y

Bæ ®Ò 2.3.3. Cho M lµ m«®un Buchsbaum. Khi ®ã

reg(M) ≤ gen(M) + deg(M).

H¬n n÷a, nÕu dim(M) = 0 hoÆc M lµ m«®un Buchsbaum cã ®é s©u

d¬ng, th×

reg(M) ≤ gen(M) + deg(M)− 1.

Sö dông c¸c Bæ ®Ò 2.2.4 vµ Bæ ®Ò 2.3.3 vµ b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p

theo ®é dµi läc ta cã kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy nh sau:

§Þnh lý 2.3.4. Gi¶ sö M lµ S-m«®un ph©n bËc Buchsbaum d·y. Khi ®ã

reg(M) ≤ gen(M) + adeg(M)− 1.
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Nãi riªng, ®èi víi vµnh Buchsbaum d·y R ta cã

reg(R) ≤ adeg(R)− 1.

2.4 ChÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña

m«®un k-Buchsbaum d·y

Trong môc nµy ta cho M lµ m«®un k-Buchsbaum d·y víi k ≥ 1.

Bæ ®Ò 2.4.1. (Xem [13], Corollary 2.8 vµ Lemma 4.6) Gi¶ söM lµ m«®un

k-Buchsbaum, k ≥ 1. Khi ®ã

reg(M) ≤ gen(M) + deg(M) + (d− depth(M))k − 1.

KÕt qu¶ chÝnh thø hai cña ch¬ng lµ ®Þnh lý sau ®©y ®îc c«ng bè

trong [9], vµ ®îc chøng minh chi tiÕt trong [1].

§Þnh lý 2.4.2. Cho M lµ S-m«®un ph©n bËc k-Buchsbaum d·y. Khi ®ã

reg(M) ≤ gen(M) + adeg(M) +
d(d− 1)

2
k − 1.

Ph¬ng ph¸p chøng minh còng t¬ng tù nh chøng minh §Þnh lý 2.3.4

kÕt hîp víi Bæ ®Ò 2.4.1.

2.5 Mét sè vÝ dô

KÕt qu¶ sau chøng tá kh«ng thÓ bá sè k trong §Þnh lý 2.4.2 ®îc.

MÖnh ®Ò 2.5.1. XÐt vµnh sau ®©y

R =
K[x, y, u, v]

((x, y)2, xut + yvt)
,

trong ®ã t ≥ 1. Khi ®ãR lµ vµnh (2t−1)-Buchsbaum 2-chiÒu, adeg(R) =

2, reg(R) = t, trong khi chÆn trong §Þnh lý 2.4.2 lµ 2t.

VÝ dô sau ®©y chøng tá trong §Þnh lý 2.4.2 ta kh«ng thÓ bá bËc sè häc

adeg(R) ®îc.
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VÝ dô 2.5.5. Cho

R =
K[x, y, u, v]

(xs, y) ∩ (u, v) ∩ (x, yt, u)
, víi s, t ≥ 2.

§©y lµ vµnh s-Buchsbaum d·y cã chiÒu lµ 2, adeg(R) = s+ t, reg(R) =

max{s, t} vµ chÆn trong §Þnh lý 2.4.2 lµ 2s+ t− 1.
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Ch¬ng 3

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford
cña m«®un chÝnh t¾c

3.1 Läc chiÒu vµ chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford

M«®un khuyÕt lµ m«®un

Ki(M) = Extn−iS (M,S)(−n).

§Æc biÖt m«®un KM := Kd(M) ®îc gäi lµ m«®un chÝnh t¾c.

C©u hái chóng ta quan t©m ë ch¬ng nµy lµ:

VÊn ®Ò: ChÆn trªn reg(KM) theo reg(M) vµ c¸c bÊt biÕn kh¸c cñaM .

Bæ ®Ò 3.1.3. Gi¶ sö D = {Di}−1≤i≤d lµ läc chiÒu cña m«®unM . Khi ®ã

Hd
m(M) ∼= Hd

m(Md) vµ KM
∼= KMd

nh lµ c¸c m«®un ph©n bËc.

§Ó ph¸t biÓu kÕt qu¶ tiÕp theo ta cÇn kh¸i niÖm sau.

§Þnh nghÜa 3.1.4. Cho N lµ S-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh chiÒu d.

Mét i®ªan m-nguyªn s¬ thuÇn nhÊt q ®îc gäi lµ i®ªan N -chuÈn t¾c nÕu

víi mäi hÖ tham sè thuÇn nhÊt y1, . . . , yd cña N chøa trong q ta ®Òu cã

qH i
m

(
N/(y1, . . . , yj)N

)
= 0 ∀i, j : i+ j < d.

Ta cã mèi liªn hÖ sau:

Bæ ®Ò 3.1.5. Cho k > 0. NÕu mk lµ i®ªan M -chuÈn t¾c th× M lµ m«®un

k-Buchsbaum. Ngîc l¹i nÕuM lµ m«®un k-Buchsbaum th× m2k lµ i®ªan

M -chuÈn t¾c.

Tõ c¸c kÕt qu¶ trªn ta nhËn ®îc:
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MÖnh ®Ò 3.1.6. Cho k ≥ 1 vµ d > 0. Gi¶ thiÕt mk lµ i®ªanMd-chuÈn

t¾c. Khi ®ã

reg(KM) ≤ − indeg(M) + (d− 1)k + 2.

Nãi riªng, nÕu M lµ m«®un Buchsbaum d·y, th×

reg(KM) ≤ − indeg(M) + d+ 1.

MÖnh ®Ò 3.1.7. Gi¶ söMd lµ m«®un Cohen-Macaulay. Khi ®ã

reg(KM) ≤ − indeg(M) + d.

H¬n n÷a, dÊu "=" x¶y ra nÕu M = R lµ mét vµnh cã Md lµ m«®un

Cohen-Macaulay, cã nghÜa lµ

reg(KR) = d.

3.2 Vµnh Cohen-Macaulay chÝnh t¾c

§Þnh nghÜa 3.2.1. (Xem [14], Definition 3.1) MétR-m«®un ph©n bËc h÷u

h¹n sinh M ®îc gäi lµ m«®un Cohen-Macaulay chÝnh t¾c nÕu m«®un

chÝnh t¾cKM cña nã lµ m«®un Cohen-Macaulay. Vµnh R xÐt nh m«®un

cã tÝnh chÊt nh vËy ®îc gäi lµ vµnh Cohen-Macaulay chÝnh t¾c.

KÕt qu¶ sau cho phÐp chøng minh theo quy n¹p.

Bæ ®Ò 3.2.5. (Xem [14], Proposition 2.4) Cho x ∈ S1 lµ phÇn tö ®ñ tæng

qu¸t
(
cô thÓ x lµ phÇn tö läc chÝnh quy trªnM vµ trªn tÊt c¶ c¸c m«®un

khuyÕt Ki(M)
)
. Khi ®ã víi mäi i ≥ 0 ta cã d·y khíp

0 −→
(
Ki+1(M)/xKi+1(M)

)
(1) −→ Ki(M/xM) −→ 0 :Ki(M) x −→ 0

Tõ bæ ®Ò nµy, b»ng quy n¹p theo chiÒu d ta nhËn ®îc

§Þnh lý 3.2.6. Cho R lµ mét vµnh tuú ý chiÒu d ≥ 2. Khi ®ã

ad(KR) ≤ [(degR)c − 1] reg(R).
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HÖ qu¶ cña ®Þnh lý trªn lµ

§Þnh lý 3.2.7. Gi¶ sö R lµ vµnh Cohen-Macaulay chÝnh t¾c. Khi ®ã

reg(KR) ≤ [(degR)c − 1] reg(R) + d.
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Ch¬ng 4

ChØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford
cña c¸c m«®un khuyÕt

4.1 ChÆn trªn ®é dµi ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng

Môc ®Ých cña ch¬ng nµy lµ chÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-

Mumford cña c¸c m«®un khuyÕt Ki(M). VÊn ®Ò chÆn trªn reg(Ki(M))

theo reg(M) ®· ®îc gi¶i quyÕt bëi L. T. Hoa-E. Hyry cho trêng hîp

M = R = S/I lµ vµnh th¬ng cña vµnh ®a thøc. Ph¬ng ph¸p cña L. T.

Hoa-E. Hyry [11] cha lµm ®îc cho m«®un v× khi ®ã bµi to¸n chÆn trªn

®é dµi cña ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng chØ míi ®îc gi¶i quyÕt cho trêng

hîp M = R ([10], Theorem 3.4). Do vËy môc ®Ých cña môc nµy lµ më

réng bµi to¸n chÆn trªn ®é dµi cña ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng cho trêng

hîp m«®un.

§Æt

hiM(t) = l(H i
m(M)t).

PhÐp chøng minh c¸c kÕt qu¶ më réng díi ®©y hoµn toµn kh¸c víi [10]

vµ ®îc c«ng bè trong [5], Section 4. Ta nãi r»ng M lµ m«®un ph©n bËc

d¬ng nÕu indeg(M) ≥ 0, tøc lµ M =
⊕

i≥0Mi.

§Þnh lý 4.1.1. Cho M lµ m«®un ph©n bËc d¬ng, h÷u h¹n sinh trªn

S = K[x1, . . . , xn] víi n ≥ 2. §Æt r = reg(M). Gi¶ sö y1, . . . , yd ∈ S1

lµ hÖ tham sè ®ñ tæng qu¸t cña M . Khi ®ã víi mäi i ≥ 1 ta cã

hiM(t) ≤
(
r − 1− t
i− 1

)
HM/(y1,...,yi−1)M(r).

§Þnh lý 4.1.3. ChoM lµ m«®un ph©n bËc d¬ng, h÷u h¹n sinh trªn vµnh

®a thøc n biÕn S = K[x1, . . . , xn], víi n ≥ 2. Gi¶ sö r = reg(M), khi



19

®ã víi mäi i ≥ 1 ta cã

hiM(t) ≤ µ(M)

(
r − 1− t
i− 1

)(
r + n− i
n− i

)
.

4.2 ChÆn trªn chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña

c¸c m«®un khuyÕt

Môc ®Ých cña toµn bé môc nµy lµ chøng minh kÕt qu¶ chÝnh sau ®©y

cña ch¬ng:

§Þnh lý 4.2.1. ChoM lµ m«®un ph©n bËc d¬ng, h÷u h¹n sinh trªn vµnh

®a thøc n biÕn S = K[x1, . . . , xn], n ≥ 2. Gi¶ sö r = reg(M), ta cã

reg(Ki(M)) <

{
4µ(M)(r + 2)n − 4µ(M)(r + 2)n−1 nÕu i = 1,

[2µ(M)(r + 2)]n···(n+i−1)2
i(i−1)

2 nÕu i ≥ 2.

§Ó chøng minh ®Þnh lý nµy chóng ta cÇn mét kÕt qu¶ cña M. Brodmann,

C. Matteotti vµ N. D. Minh. §Æt

d0
M(t) = HM(t)− h0

M(t) + h1
M(t), (4.8)

diM(t) = hi+1
M (t), i ≥ 1. (4.9)

V× Ki(M) lµ S-m«®un ph©n bËc, h÷u h¹n sinh nªn tån t¹i ®a thøc qiM(t)

sao cho

diM(t) = qiM(t) = PKi(M)(−t) víi t� 0. (4.10)

Víi i ≥ 0, ®Æt

∆i =
i∑

j=0

(
i

j

)(
djM(−j)+ | qjM(−j) |

)
. (4.11)

Ngoµi chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford ta cßn xÐt ®Õn chØ sè chÝnh

quy cña hµm Hilbert ®îc ®Þnh nghÜa nh sau:

§Þnh nghÜa 4.2.2. Cho M lµ S-m«®un ph©n bËc h÷u h¹n sinh. ChØ sè

chÝnh quy cña hµm Hilbert lµ sè

ri(M) = max{j ∈ Z | HM(j) 6= PM(j)}.
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Ta cÇn mét sè kÕt qu¶ hç trî sau:

Bæ ®Ò 4.2.3. (Xem [11], Lemma 6) Cho y ∈ S1 lµ phÇn tö läc chÝnh quy

cña M. Khi ®ã

(i) reg(M) = max{reg(M/yM), ri(M)}
(ii) NÕuM lµ m«®un Cohen-Macaulay chiÒu d th× reg(M) = ri(M)+

d.

§Ó cho ®¬n gi¶n, ta sÏ ®Æt Ki := Ki(M). Hai kÕt qu¶ sau ®©y ®îc L.

T. Hoa-E. Hyry ph¸t biÓu cho vµnh nhng thùc ra vÉn ®óng cho m«®un:

Bæ ®Ò 4.2.4. (Xem [11], Lemma 15) Víi mäi i ≥ 1 ta cã

ri(Ki) ≤ [2(1 + ∆i−1)]
2i−1 − 2.

PhÐp chøng minh §Þnh lý 4.2.1 lµ quy n¹p theo i.

Trêng hîp i = 0 lµ

Bæ ®Ò 4.2.6. (Xem [11], Lemma 11)

reg(K0(M)) ≤ − indeg(M).

Trêng hîp i = 1 lµ

Bæ ®Ò 4.2.7. Ta cã

reg(K1) < 4µ(M)(r + 2)n − 4µ(M)(r + 2)n−1.

Trêng hîp i = 2 lµ

Bæ ®Ò 4.2.10. Gi¶ sö d ≥ 3. Khi ®ã

∆1 <
1

2

[
2µ(M)(r + 2)

]n(n+1)−
[
µ(M)(r + 2)

]n−n,
reg(K2) <

[
2µ(M)(r + 2)

]2n(n+1)−2
[
µ(M)(r + 2)

]n−2n.

Trêng hîp i ≤ d− 1 lµ
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Bæ ®Ò 4.2.11. Gi¶ sö 1 ≤ i < d− 1. Khi ®ã

∆i <
1

2

[
2µ(M)(r + 2)

]n···(n+i)2
i(i−1)

2 −[µ(M)(r + 2)]n − n,

vµ reg(Ki+1) < [2µ(M)(r + 2)]n···(n+i)2
i(i+1)

2 − 2[µ(M)(r + 2)]n − 2n.

Trêng hîp i = d lµ

Bæ ®Ò 4.2.12. Gi¶ sö d ≥ 2. Khi ®ã

reg(Kd) < [2µ(M)(r+2)]n···(n+d−1)2
(d−1)(d−2)

2 −2[µ(M)(r+2)]n−2n+2.

NÕu bá gi¶ thiÕt m«®un ph©n bËc d¬ng, tõ §Þnh lý 4.2.1 ta dÔ dµng

suy ra ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 4.2.13. Cho M lµ m«®un ph©n bËc, h÷u h¹n sinh trªn vµnh ®a

thøc n biÕn S = K[x1, . . . , xn], n ≥ 2. Gi¶ sö r = reg(M), ta cã

reg(Ki(M)) <


4µ(M)(r − indeg(M) + 2)n − 4µ(M)×
×(r − indeg(M) + 2)n−1 + indeg(M) nÕu i = 1,

[2µ(M)(r − indeg(M) + 2)]n···(n+i−1)2
i(i−1)

2 +
+ indeg(M) nÕu i ≥ 2.
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KÕt luËn cña luËn ¸n

Tãm l¹i, trong luËn ¸n nµy chóng t«i ®· thu ®îc nh÷ng kÕt qu¶ sau

®©y:

1. §a ra kh¸i niÖm m«®un Buchsbaum d·y vµ k-Buchsbaum d·y.

2. §a ra chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña

m«®un ph©n bËc Buchsbaum d·y vµ m«®un ph©n bËc k-Buchsbaum

d·y.

3. ChÆn trªn ®é dµi cña c¸c m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng cña m«®un

M th«ng qua chØ sè chÝnh quy vµ sè phÇn tö sinh cña M .

4. §a ra chÆn trªn cho chØ sè chÝnh quy Castelnuovo-Mumford cña

m«®un chÝnh t¾c vµ c¸c m«®un khuyÕt cña m«®un ph©n bËc. KhiM lµ

m«®un Buchsbaum d·y, k-Buchsbaum d·y hoÆcMd lµ m«®un Cohen-

Macaulay th× chóng t«i ®a ra ®îc chÆn trªn tèt h¬n chÆn trªn tæng

qu¸t. §èi víi a-bÊt biÕn cña m«®un chÝnh t¾c ta còng cã mét chÆn trªn

tèt.

Híng nghiªn cøu chÝnh cña luËn ¸n cã thÓ ®îc tiÕp tôc ®èi víi

nh÷ng líp vµnh vµ m«®un ph©n bËc kh¸c nh m«®un ph©n bËc liªn kÕt

cña mét m«®un, vµnh thí, · · · . §èi víi m«®un chiÒu nhá cÇn tiÕp tôc

nghiªn cøu ®Ó t×m nh÷ng chÆn tèt h¬n nhiÒu.
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