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MỞ ĐẦU
1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài
Các bài toán biên đối với phương trình và hệ phương trình tuyến

tính dạng elliptic, parabolic hay hyperbolic trong miền có biên trơn
đã được nghiên cứu và đạt được những kết quả tương đối hoàn chỉnh.

Cho đến nay các kết quả về bài toán biên elliptic tuyến tính trong
các loại miền có biên không trơn nói trên là khá phong phú và tương
đối trọn vẹn bởi các công trình của V.A. Kondratiev, V.G. Maz’ya,
B.A. Plamenevskii và các tác giả khác. Có thể nêu một số nét chính
về các kết quả này như sau. Nghiệm của các bài toán này nói chung
không trơn tại các điểm kì dị của biên, và do đó, chúng không thuộc
các không gian Sobolev thông thường. Bởi vậy, điều quan trọng là
mô tả được tính chất của các nghiệm này trong lân cận các điểm kì
dị của biên và đưa ra các không gian Sobolev thích hợp để xét các
bài toán đó.

Các bài toán biên đối với phương trình, hệ phương trình không
dừng trong miền có biên không trơn cũng đã được nghiên cứu trong
nhiều công trình với các loại phương trình khác nhau, trên các loại
miền không trơn khác nhau và các cách tiếp cận khác nhau.

Trong luận án này, sử dụng cách tiếp cận giới thiệu cuối cùng ở
trên, chúng tôi dành sự chú ý vào việc nghiên cứu bài toán biên ban
đầu thứ hai (còn gọi là bài toán Cauchy- Neumann) đối với phương
trình parabolic trong miền trụ với đáy là miền có biên chứa điểm
nón. Tuy nhiên, chúng tôi sẽ xét bài toán với các điều kiện biên dạng
tổng quát hơn, chúng chứa điều kiện biên Dirichlet và điều kiện biên
Neumann như các trường hợp riêng. Bởi vậy chúng tôi đặt tên đề tài
là "Bài toán biên ban đầu đối với phương trình parabolic trong miền
trụ với đáy không trơn".

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu
Mục đích của luận án là nghiên cứu bài toán biên ban đầu đối với

phương trình parabolic trong miền trụ với đáy là miền bị chặn chứa
điểm nón trên biên, bao gồm các vấn đề: tính đặt đúng của bài toán,
tính chính quy của nghiệm và biểu diễn tiệm cận của nghiệm trong
lân cận của điểm nón. Chúng tôi chỉ xét bài toán tuyến tính với toán
tử parabolic mạnh, điều kiện biên thuần nhất và điều kiện ban đầu
tổng quát.



2

4. Cấu trúc và các kết quả của luận án
Luận án gồm 3 chương:
- Chương 1 dành cho việc giới thiệu bài toán và nghiên cứu sự

tồn tại duy nhất nghiệm suy rộng của bài toán. Mục 1.1 dành cho
việc giới thiệu một số kí hiệu, giả thiết và đặt bài toán. Trong mục
1.2 chúng tôi tính đặt đúng của bài toán trong không gian H

m,1
B (Q).

- Chương 2 dành cho việc nghiên cứu tính chính quy của nghiệm
suy rộng theo cả biến thời gian và biến không gian. Trước hết, trong
mục 2.2, chúng tôi thiết lập định lí về tính chính quy của nghiệm theo
biến thời gian trong không gian Hm,1

B (Q) bằng phương pháp xấp xỉ
Galerkin cũng như các kết quả về tồn tại duy nhất nghiệm suy rộng
của bài toán. Chúng ta sẽ thấy rằng tính chính quy của nghiệm theo
biến thời gian trong không gian Hm,1

B (Q) không phụ thuộc vào tính
trơn của biên. Tiếp theo, trong mục 2.3, chúng tôi thiết lập được
tính chính quy của nghiệm suy rộng trong các không gian Sobolev
có trọng W

2ml,l
2,γ (GT ) và W

2ml,l
2,γ (GT ). Trong khi tính chính quy của

nghiệm suy rộng trong không gian Sobolev có trọng W
2ml,l
2,γ (GT ) chỉ

phụ thuộc vào tính chính quy của các dữ kiện cùng với điều kiện phù
hợp giữa chúng thì tính chính quy của nghiệm suy rộng trong không
gian Sobolev có trọng W

2ml,l
2,γ (GT ) còn phụ thuộc vào điều kiện về

phổ của bó toán tử tương ứng với bài toán. Ý tưởng chính được dùng
trong chương này là chuyển số hạng chứa đạo hàm theo biến thời gian
của ẩn hàm sang vế phải và coi bài toán toán như là bài toán biên
elliptic phụ thuộc tham số. Sau đó sử dụng các kết quả về tính chính
quy của nghiệm của bài toán elliptic trong miền với biên chứa điểm
nón và kết quả về tính chính quy của nghiệm suy rộng theo biến thời
gian để nhận được các kết quả mong muốn.

- Trong Chương 3 chúng tôi nghiên cứu việc biểu diễn tiệm cận
nghiệm suy rộng trong lân cận của điểm nón. Ý tưởng chính của
chương này là sử dụng các kết quả về biểu diễn của nghiệm của bài
toán elliptic trong lân cận của điểm nón. Trước hết, chúng tôi nghiên
cứu tính chính quy của các hàm giá trị riêng và các hàm vectơ riêng
của bó toán tử tương ứng với bài toán trong mục 3.2. Trong phần đầu
của mục 3.3, chúng tôi nghiên cứu biểu diễn tiệm cận của nghiệm của
bài toán biên elliptic phụ thuộc tham số trong không gian Sobolev có
trọng kiểu "V". Kế đó, trong phần cuối của mục 3.3, sử dụng các kết
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quả này và kết quả về tính chính quy của nghiệm chúng tôi thiết lập
biểu diễn tiệm cận nghiệm suy rộng của bài toán biên ban đầu đang
xét trong lân cận của điểm nón. Chúng tôi dành mục 3.4 để trình bày
các bài toán biên mẫu đối với phương trình parabolic cấp hai trong
miền góc. Ở đó chúng tôi tính toán tường minh các hàm giá trị riêng
và các hàm vectơ riêng của bó toán tử tương ứng với bài toán. Các
kết quả này được sử dụng để xây dựng công thức biểu diễn tiệm cận
của nghiệm của bài toán biên ban đầu đối với phương trình parabolic
cấp hai trong miền trụ với đáy là đa giác cong, được chúng tôi xét
trong mục 3.5 như một ví dụ của các kết quả tổng quát của luận án.

5. Ý nghĩa của các kết quả của luận án
Các kết quả của luận án góp phần hoàn thiện lí thuyết định tính

các bài toán biên không dừng nói chung và các bài toán biên không
dừng trong miền không trơn nói riêng. Các kết quả này có thể được
dùng trong quá trình xây dựng các lược đồ giải số các bài toán biên
đối với phương trình parabolic trong miền trụ với đáy không trơn.
Một số ý tưởng và phương pháp được dùng trong luận án có thể dùng
để nghiên cứu các bài toán biên không dừng khác.

Nội dung chính của luận án này đã được được báo cáo tại:
- Hội nghị Quốc tế về giải tích trừu tượng và ứng dụng lần thứ 2

(ICAAA), Quy nhơn - 2005.
- Hội nghị - Đại hội Toán học Toàn quốc, Quy nhơn - 2008.
- Hội nghị khoa học Khoa Toán -Tin, Trường Đại học Sư phạm

Hà Nội, 2008.
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Chương 1
TÍNH GIẢI ĐƯỢC DUY NHẤT CỦA BÀI TOÁN

Mục đích chính của chương này là giới thiệu bài toán và nghiên
cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm suy rộng của bài toán. Sự duy nhất
nghiệm được chứng minh bằng phương pháp năng lượng đánh giá tiên
nghiệm; trong khi sự tồn tại nghiệm được chứng minh bằng phương
pháp xấp xỉ Galerkin. Kết quả chính của chương này là Định lí 1.2.2.
Nội dung chính của chương này được viết dựa trên phần đầu của các
bài báo số 1, 2, 3 trong danh mục các công trình của tác giả.

1.1 Đại cương và phát biểu bài toán

Giả sử G là một miền bị chặn trong Rn (n > 2) với biên ∂G. Ta
giả sử S = ∂G \ {0} một đa tạp trơn và G trong một lân cận của
gốc tọa độ 0 trùng với nón K = {x : x/|x| ∈ Ω} trong đó Ω một
miền trên hình cầu đơn vị Sn−1 với biên ∂Ω trơn. Giả sử T là một số
thực dương hoặc T = +∞. Với mỗi t ∈ (0,+∞), đặt Gt = G× (0, t),
St = S × (0, t), Q = G∞ = G× (0,+∞), và Γ = S∞ = S × [0,+∞).

Giả sử

L = L(x, t, ∂x) =
m∑

|α|,|β|=0

(−1)|α|∂αx (aαβ(x, t) ∂βx ) (1.1)

là một toán tử vi phân bậc 2m tự liên hợp hình thức. Giả sử

Bj = Bj(x, t, ∂x) =
∑
|α|6µj

bjα(x, t)∂αx , j = 1, . . . ,m, (1.2)

là một hệ của các toán tử (vi phân) biên trên ST . Ta giả sử ordBj =
µj 6 m − 1 với j = 1, . . . , J, và m 6 ordBj = µj 6 2m − 1 với j =
J + 1, . . . ,m, và giả thiết rằng các hệ số của Bj không phụ thuộc t
nếu ordBj < m. Giả thiết rằng các hệ số của các toán tử L và Bj có
đạo hàm mọi cấp bị chặn trên GT . Giả sử rằng {Bj(x, t, ∂x)}mj=1 là
một hệ chuẩn tắc trên ST và đẳng thức tích phân sau

B(t, u, v) =
∫
G
Luvdx+

J∑
j=1

∫
S

ΦjuBjvds+
m∑

j=J+1

∫
S
BjuΦjvds
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đúng với mọi u, v ∈ C∞(G) và hầu khắp t ∈ [0, T ], trong đó Φj , j =
1, . . . ,m, các toán tử biên trên S và

B(t, u, v) =
m∑

|α|,|β|=0

∫
G
aαβ(., t) ∂βxu∂αx vdx.

Ta kí hiệu

Hm
B (G) =

{
u ∈Wm

2 (G) : Bju = 0 trên S với j = 1, . . . , J
}

với chuẩn vốn có trong Wm
2 (G). Bởi H−mB (G) ta kí hiệu không gian

đối ngẫu của Hm
B (G). Ta viết 〈., .〉 để kí hiệu dạng đối ngẫu giữa

Hm
B (G) và H−mB (G), và (., .) để kí hiệu tích vô hướng trong L2(G).

Trong luận án này ta giả thiết B(t, u, v) là Hm
B (G)−elliptic đều theo

t ∈ [0, T ], nghĩa là, bất đẳng thức B(t, u, u) > %0‖u‖2Wm
2 (G) đúng với

mọi u ∈ Hm
B (G) và mọi t ∈ [0, T ].

Giả sửX,Y là các không gian Banach. Ta kí hiệu bởiW 1
2 (0, T ;X,Y )

không gian bao gồm các hàm u ∈ L2(0, T ;X) sao cho đạo hàm suy
rộng ut = u′ tồn tại và thuộc L2(0, T ;Y ). Chuẩn trongW 1

2 (0, T ;X,Y )

xác định bởi ‖u‖W 1
2 (0,T ;X,Y ) =

(
‖u‖2L2(0,T ;X) +‖ut‖2L2(0,T ;Y )

) 1
2 . Để các

kí hiệu được ngắn gọn, ta đặt

H l,0(GT ) = L2(0, T ;W l
2(G)), H l,1(GT ) = W 1

2 (0, T ;W l
2(G), L2(G)),

Hm,0
B (GT ) = L2(0, T ;Hm

B (G)), Hm,1
B (GT ) = W 1

2 (0, T ;Hm
B (G), L2(G)),

H−m,0B (GT ) = L2(0, T ;H−mB (G)),

H−m,1B (GT ) = W 1
2 (0, T ;H−mB (G), L2(G)),

H
m,1
B (GT ) = W 1

2 (0, T ;Hm
B (G), H−mB (G)),

H
−m,1
B (GT ) = W 1

2 (0, T ;H−mB (G), H−mB (G)).

Trong luận án này chúng tôi nghiên cứu trong luận này là bài
toán biên ban đầu đối với phương trình parabolic sau

ut+Lu =f trong GT , (1.3)

Bju =0, trên ST , j = 1, . . . ,m, (1.4)

u|t=0=φ trên G. (1.5)
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Định nghĩa 1.1.1 Giả sử f ∈ H−m,0B (GT ), φ ∈ L2(G). Hàm u ∈
H
m,1
B (Q) gọi là nghiệm suy rộng của bài toán (1.3)- (1.5) nếu u(., 0) =

φ và đẳng thức

〈ut, v〉+B(t, u, v) = 〈f(., t), v〉 (1.6)

đúng với hầu khắp t ∈ (0, T ) và mọi v ∈ Hm
B (G).

1.2 Tính giải được duy nhất của bài toán

Trong bài này chúng tôi chứng minh sự tồn tại duy nhất nghiệm
suy rộng của bài toán (1.3)- (1.5). Sự duy nhất nghiệm được chứng
minh bằng phương pháp đánh giá năng lượng. Còn sự tồn tại được
chứng minh bằng phương pháp Galerkin.

Bổ đề 1.2.1 Giả sử F (t, ., .) là một dạng song tuyến tính trên Hm
B (G)

×Hm
B (G) thỏa mãn |F (t, v, w)| 6 C‖v‖Hm

B (G)‖w‖Hm
B (G) (C = const )

với mọi t ∈ [0,+∞) và v, w ∈ Hm
B (G), và F (., v, w) là đo được

[0,+∞) với mỗi cặp v, w ∈ Hm
B (G). Giả sử u ∈ H

m,1
B (Q) thỏa

u(., 0) = 0 và

〈ut(., t), v(., t)〉+B(t, u(., t), v(., t)) =
∫ t

0
F (θ, u(., θ), v(., t))dθ

với hầu khắp nơi t ∈ [0,+∞) và mọi hàm v xác định trên Q, v ∈
Hm,0
B (Gτ ) với τ là số dương bất kì. Khi đó u ≡ 0 trên Q.

Định lí 1.2.2 Nếu f ∈ H−m,0B (Q), φ ∈ L2(G) thì bài toán (1.3)-
(1.5) tồn tại duy nhất nghiệm suy rộng u ∈ H

m,1
B (Q) thỏa mãn

‖u‖2
Hm,1
B (Q)

6 C
(
‖φ‖2L2(G) + ‖f‖2

H−m,0B (Q)

)
, (1.7)

trong đó C là hằng số không phụ thuộc φ, f và u.

Chương 2
TÍNH CHÍNH QUY CỦA NGHIỆM

Mục đích chính của chương này là nghiên cứu tính chính quy của
nghiệm suy rộng của bài toán theo biến thời gian trong không gian



7

Hm,1
B (Q) và tính chính quy theo các biến không gian và thời gian

trong các không gian Sobolev có trọng. Tính chính quy theo biến
thời gian được chứng minh bằng cách kết hợp các kết quả về tồn tại
duy nhất nghiệm suy rộng của bài toán, phương pháp xấp xỉ Galerkin
trên cùng với phương pháp quy nạp toán học. Để xét chính quy theo
các biến không gian và thời gian trong các không gian Sobolev có
trọng, phương pháp chính là chuyển số hạng chứa đạo hàm theo biến
thời gian của ẩn hàm sang vế phải và coi bài toán nhận được như
là bài toán biên elliptic phụ thuộc tham số. Sau đó sử dụng các kết
quả về tính chính quy của nghiệm của bài toán elliptic trong miền
với biên chứa điểm nón và kết quả về tính chính quy của nghiệm suy
rộng theo biến thời gian của chương trước để nhận được các kết quả
mong muốn. Kết quả chính của chương này là Định lí 2.2.3, Định
lí 2.3.4 và Định lí 2.3.6. Nội dung chính của chương này được viết
dựa theo phần sau của các bài báo số 1, 2, 3 trong danh mục các
công trình của tác giả.

2.1 Đại cương

Kí hiệu bởi V l
2,γ(G), W l

2,γ(G) (γ ∈ R) các không gian Sobolev

có trọng với các chuẩn ‖u‖V l2,γ(G) =
( ∑
|α|6l

∫
G r

2(γ+|α|−l)|∂αxu|2dx
) 1

2 ,

‖u‖W l
2,γ(G) =

( ∑
|α|6l

∫
G r

2γ |∂αxu|2dx
) 1

2 . Nếu l > 1, V
l− 1

2
2,γ (S),W

l− 1
2

2,γ (S)

kí hiệu lần lượt các không gian vết của hàm thuộc V l
2,γ(G),W l

2,γ(G)
trên biên S. Bởi W h

2 ((0, T );X) ta kí hiệu không gian Sobolev của các
hàm nhận giá trị trong không gian Banach X xác định trên (0, T ) với

chuẩn ‖f‖Wh
2 ((0,T );X) =

( h∑
k=0

∫ T
0 ‖

dkf(t)
dtk
‖2Xdt

) 1
2
. Để các kí hiệu ngắn

gọn, ta đặt

W h
2 ((0, T )) = W h

2 ((0, T ); C),W l,h
2 (ΩT ) = W h

2 ((0, T );W l
2(Ω)),

V l,h
2,γ (GT ) = W h

2 ((0, T );V l
2,γ(G)), V

l− 1
2
,h

2,γ (ST ) = W h
2 ((0, T );V

l− 1
2

2,γ (∂G)),

W l,h
2,γ(GT ) = W h

2 ((0, T );W l
2,γ(G)),W

l− 1
2
,h

2,γ (ST ) = W h
2 ((0, T );W

l− 1
2

2,γ (∂G)).
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Cuối cùng kí hiệu bởi W2ml,l
2,γ (GT ),W2ml,l

2,γ (GT ) (γ ∈ R) các không gian
Sobolev có trọng,

‖u‖
W2ml,l

2,γ (GT )
=

∫
GT

( ∑
|α|+2mk62ml

k<l

r2γ−2km|∂αxutk |2 +
l∑

k=0

|utk |2
)
dxdt


1
2

,

‖u‖
W2ml,l

2,γ (GT )
=

∫
GT

( ∑
|α|+2mk62ml

r2γ |∂αxutk |2 +
l∑

k=0

|utk |2
)
dxdt

 1
2

.

2.2 Tính chính quy của nghiệm theo biến thời
gian

Bổ đề 2.2.1 Giả sử φ ∈ Hm
B (G) và f ∈ L2(Q). Khi đó nghiệm suy

rộng u trong H
m,1
B (Q) của bài toán (1.3)- (1.5) thực tế thuộc Hm,1

B (Q)
và bất đẳng thức sau

‖u‖2
Hm,1
B (Q)

6 C
(
‖φ‖2Hm

B (G) + ‖f‖2L2(Q)

)
(2.1)

đúng với hằng số C không phụ thuộc g, f, và u.

Bổ đề 2.2.2 Giả sử φ ∈ Hm
B (G) và f ∈ H

−m,1
B (Q). Khi đó nghiệm

suy rộng u trong H
m,1
B (Q) của bài toán (1.3)- (1.5) thực tế thuộc

Hm,1
B (Q) và bất đẳng thức sau

‖u‖2
Hm,1
B (Q)

6 C
(
‖φ‖2Hm

B (G) + ‖f‖2
H−m,1B (Q)

)
(2.2)

đúng với hằng số C không phụ thuộc g, f, và u.

Giả sử φ ∈ W
(2h+1)m
2,loc (G), f ∈ W

2hm,h
2,loc (Q), trong đó h một số

nguyên dương. Ta đặt φ0 := φ, φ1 := f(., 0)−L(x, 0, ∂x)φ0, . . . , φh :=
fth−1(., 0)−

∑h−1
k=0

(
h−1
k

)
Lth−1−k(x, 0, ∂x)φk. Ta nói điều kiện phù hợp



9

bậc h đối với bài toán (1.3)-(1.5) thỏa mãn nếu các hàm φ0, . . . , φh−1

thuộc W 2m
2,loc(G) và

s∑
k=0

(
s

k

)
(Bj)ts−k(x, 0, ∂x)φk|S = 0, s = 0, . . . , h− 1, j = 1, . . . ,m.

Định lí 2.2.3 Giả sử h là một số nguyên không âm. Giả sử φ ∈
W

(2h+1)m
2,loc (G), f ∈W

2hm,h
2,loc (Q) sao cho φk ∈Wm

2 (G), ftk ∈ L2(Q) với
k = 0, . . . , h và, nếu h > 1, điều kiện phù hợp bậc h đối với bài toán
(1.3)- (1.5) thỏa mãn. Khi đó nghiệm suy rộng u ∈ H

m,1
B (Q) của bài

toán (1.3)- (1.5) thỏa mãn utk ∈ H
m,1
B (Q) với k = 0, . . . , h, và

h∑
k=0

‖utk‖2Hm,1
B (Q)

6 C

h∑
k=0

(
‖φk‖2Wm

2 (G) + ‖ftk‖2L2(Q)

)
, (2.3)

trong đó C là hằng số không phụ thuộc vào u, f, φ.

2.3 Tính chính quy của nghiệm trong không
gian Sobolev có trọng

Trong mục này chúng tôi sẽ thiết lập định lí về tính chính quy của
nghiệm suy rộng của bài toán trong không gian có trọng W

2ml,l
2,γ (Q).

Trước hết chúng tôi đưa ra một số bổ đề bổ trợ.

Bổ đề 2.3.1 Giả sử u ∈ W l
2,γ(G) với 0 < γ +

n

2
6 l. Khi đó với

số nguyên bất kì k > 0, u có thể viết được u = v + w, trong đó
v ∈ V l

2,γ(G) và w ∈W l+k
2,γ+k(G), hơn nữa,

‖v‖2
V l2,γ(G)

+ ‖w‖2
W l+k

2,γ+k(G)
6 C‖u‖2

W l
2,γ(G)

(2.4)

với hằng số C không phụ thuộc u.

Hơn nữa, nếu giả thiết thêm rằng u|S ∈ V
l−q− 1

2
2,γ−q (S), q là một số

nguyên bé hơn l, l > 1, thì u|S ∈ V
l− 1

2
2,γ (S).
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Bổ đề 2.3.2 Giả sử u ∈Wm
2 (G) ∩W 2m

2,loc(G) là một nghiệm của bài
toán

L(x, t0, ∂x)u = f trong G, (2.5)

Bj(x, t0, ∂x)u = gj trên S, j = 1, . . . ,m. (2.6)

với f ∈W 0
2,m(G), gj ∈W

2m−µj− 1
2

2,m (S) Khi đó u ∈W 2m
m (G) và

‖u‖2W 2m
m (G) 6 C

(
‖f‖2W 0

2,m(G) +
m∑
j=1

‖gj‖
W

2m−µj−
1
2

2,m (S)
+ ‖u‖2Wm

2 (G)

)
,

trong đó hằng số C là không phụ thuộc u, f và t0.

Bổ đề 2.3.3 Giả sử l, s là các số nguyên không âm, l > 2m, và γ là
một số thực. Giả sử u ∈W l,0

2,γ(Q) là nghiệm của bài toán sau

L(x, t, ∂x)u = f trong Q, (2.7)

Bj(x, t, ∂x)u = gj trên Γ, j = 1, . . . ,m. (2.8)

Khi đó nếu f ∈W l−2m+s,0
2,γ+s (Q), g ∈W l−µj− 1

2
+s,0

2,γ+s (Γ) thì u ∈W l+s,0
2,γ+s(G)

và

‖u‖2
W l+s,0

2,γ+s(G)
6 C

(
‖f‖2

W l−2m+s,0
2,γ+s (Q)

+ ‖g‖2
W
l−µj−

1
2+s,0

2,γ+s (Γ)
+ ‖u‖2

W l,0
2,γ

(G)
)

với hằng số C không phụ thuộc u, f, g.

Bây giờ là lúc chúng tôi đưa ra định lí chính của mục này.

Định lí 2.3.4 Giả sử h là một số nguyên không âm và các giả thiết
của Định lí 2.2.3 thỏa mãn. Giả thiết thêm rằng f ∈W

2hm,h
2,(2h+1)m(Q).

Khi đó nghiệm suy rộng u ∈ Hm,1(Q) của bài toán (1.3)- (1.5) thuộc
W

(2h+2)m,h+1
2,(2h+1)m (Q). Hơn nữa ta có đánh giá

‖u‖2
W

(2h+2)m,h+1
2,(2h+1)m

(Q)
6 C

( h∑
k=0

‖φk‖2Wm
2 (G) + ‖f‖2

W2hm,h
2,(2h+1)m

(Q)

)
,

trong đó C là hằng số không phụ thuộc u, f, φ.
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Trong phần còn lại của mục này chúng tôi sẽ thiết lập định lí về
tính chính quy của nghiệm suy rộng của bài toán trong không gian
có trọng W

2ml,l
2,γ (Q). Những kết quả này là mạnh hơn so với những

kết quả của mục trước. Tuy nhiên, chúng chỉ đạt được nhờ giả thiết
về phổ của bó toán tử tương ứng với bài toán.

Trước hết ta giới thiệu về bó toán tử tương ứng với bài toán. Giả
sử L = L(t, ∂x),Bj = Bj(t, ∂x) phần chính của L(x, t, ∂x),Bj(x, t, ∂x)
tại x = 0. Bởi vậy ta có thể viết L(t, ∂x),Bj(t, ∂x) dưới dạng

L(t, ∂x) = r−2mL (ω, t, ∂ω, r∂r),Bj(t, ∂x) = r−µjBj(ω, t, ∂ω, r∂r).

Ta đặt U (λ, t) = (L (ω, t, ∂ω, λ),Bj(ω, t, ∂ω, λ)) với λ ∈ C, t ∈ [0, T ]
và gọi là bó toán tử tương ứng với bài toán (1.3)-(1.5).

Bổ đề 2.3.5 Giả sử u ∈W l,0
2,γ(Q) là một nghiệm của bài toán

L(x, t, ∂x)u = f trong Q (2.9)

Bj(x, t, ∂x)u = gj trên Γ,j = 1, . . . ,m, (2.10)

trong đó f ∈ W k−2m,0
2,δ (Q), gj ∈ W

k−µj− 1
2
,0

2,δ (Γ), l, k là một số nguyên

> 2m, k − δ > l − γ, γ +
n

2
/∈ {1, . . . , l}, δ +

n

2
/∈ {1, . . . , k}. Giả sử

dải −γ + l − n

2
6 Reλ 6 −δ + k − n

2
không chứa giá trị riêng nào

của U (λ, t) với mọi t ∈ (0,+∞). Khi đó u ∈W k,0
2,δ (Q) và

‖u‖2
Wk,0

2,δ (Q)
6 C

(
‖f‖2

Wk−2m,0
2,δ (Q)

+
m∑
j=1

‖gj‖2
W
k−µj−

1
2 ,0

2,δ (Γ)
+ ‖u‖2

W l,0
2,γ(Q)

)
(2.11)

với hằng số C không phụ thuộc u, f, gj.

Sau đây là định lí chính của mục này.

Định lí 2.3.6 Giả sử h là một số nguyên không âm và các giả thiết
của Định lí 2.2.3 thỏa mãn. Giả thiết thêm rằng 0 6 γ 6 m, γ+

n

2
/∈

{1, . . . , 2(h+ 1)m} và f ∈W
2hm,h
2,γ (Q). Hơn nữa giả sử dải m− n

2
6
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Reλ 6 −γ+ 2hm+ 2m− n
2
không chứa giá trị riêng nào của U(λ, t)

với mọi t ∈ (0,+∞). Khi đó nghiệm suy rộng u ∈ Hm,1(Q) của bài
toán (1.3)- (1.5) thuộc W

2(h+1)m,h+1
2,γ (Q) và

‖u‖2
W

2(h+1)m,h+1
2,γ (Q)

6 C
( h∑
k=0

‖φk‖2Wm
2 (G) + ‖f‖2

W2hm,h
2,γ (Q)

)
, (2.12)

trong đó C là hằng số không phụ thuộc vào u, f, φ.

Chương 3
BIỂU DIỄN TIỆM CẬN CỦA NGHIỆM

Mục đích chính của chương này là nghiên cứu dáng điệu tiệm cận
nghiệm suy rộng trong lân cận của điểm nón. Phương pháp chính
dùng để nghiên cứu là sử dụng các kết quả về nhiễu giải tích của các
toán tử tuyến tính, tuyến tính hóa các bó toán tử phụ thuộc đa thức
và các kết quả về biểu diễn của nghiệm của bài toán elliptic trong
lân cận của điểm nón. Kết quả chính của chương này là Định lí 3.3.3
và Định lí 3.3.4. Để đạt được các kết quả này, Định lí 3.2.5 và Bổ
đề 3.3.1 là những kết quả quan trọng. Nội dung chính của chương
này được viết dựa theo công trình số 5, riêng hai mục 3.4, 3.5 chúng
tôi dựa theo công trình số 4 trong danh mục các công trình của tác
giả.

3.1 Đại cương

Giả sử X,Y là các không gian Banach. Ta xét bó toán tử

U (λ) =
l∑

j=0

Ajλ
j (3.1)

trong đó Aj ∈ L(X,Y ), j = 0, . . . , l, λ ∈ C. Nếu λ0 ∈ C, ϕ0 ∈ X
sao cho ϕ0 6= 0,U (λ0)ϕ0 = 0, thì λ0 được gọi là một giá trị riêng
của U (λ) và ϕ0 ∈ X được gọi là một vectơ riêng tương ứng với λ0.
Λ = dim ker U (λ0) được gọi là bội hình học của giá trị riêng λ0.
Hạng của vectơ riêng ϕ0, kí hiệu bởi rankϕ0, là độ dài cực đại của
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các xích Jordan tương ứng với vectơ riêng ϕ0. Tổng các hạng của một
hệ các vectơ riêng tạo thành một cơ sở của ker U (λ0) gọi là bội đại
số (hay gọi ngắn gọn là bội) của giá trị riêng λ0. Một giá trị riêng có
bội đại số bằng bội hình học (các bội riêng đều bằng 1) thì gọi là giá
trị riêng bán đơn (semi-simple). Một giá trị riêng bán đơn thì chỉ có
các vectơ riêng mà không có vectơ riêng suy rộng tương ứng với nó.

Giả sử A ∈ L(X). Các khái niệm giới thiệu ở trên (giá trị riêng,
vectơ riêng, vectơ suy rộng, bội hình học, bội đại số, xích Jordan, hệ
chính tắc các xích Jordan) của bó toán tử λI−A còn được gọi là của
toán tử A.

Kí hiệu bởi Ca([0, T ];X) tập các hàm giá trị trong X xác định và
giải tích trên [0, T ]. Ta nói rằng f ∈ C∞,a(DT ) nếu f ∈ Ca([0, T ];C l(D))
với mọi số nguyên không âm l. Trong chương này, chúng tôi giả thiết
thêm rằng: các hệ số của toán tử L(x, t, ∂x) thuộc lớp C∞,a(GT ) và
các hệ số của các toán tử biên Bj = Bj(x, t, ∂x) thuộc lớp C∞,a(∂G×
[0, T ]).

3.2 Giá trị riêng và các hàm riêng của bó toán
tử tương ứng với bài toán

Trong mục này chúng tôi sẽ nghiên cứu tính trơn theo t của các
hàm giá trị riêng và các hàm vectơ riêng của bó toán tử U (λ, t).

Định nghĩa 3.2.1 Một hàm giá trị phức λ(t) xác định và liên tục
trên một khoảng con R nào đó của [0, T ] sao cho λ(t) là giá trị riêng
của toán tử A(t) với mọi t ∈ R được gọi là một hàm giá trị riêng của
họ toán tử A(t).

Hàm giá trị riêng λ(t) được gọi là có bội không đổi nếu các bội
hình học, bội riêng và bội đại số của λ(t1) và λ(t2) tương ứng bằng
nhau với mọi t1, t2 ∈ R. Khi đó bội của λ(t1) cũng được gọi là bội
của hàm giá trị riêng λ(t).

Hàm giá trị riêng λ(t) được gọi là bán đơn (tương ứng, đơn) nếu
λ(t) là giá trị riêng bán đơn (tương ứng, đơn) của toán tử A(t) với
mỗi t ∈ R.

Định nghĩa 3.2.2 Giả sử λ(t) là một hàm giá trị riêng của họ toán
tử A(t) xác định trên R ⊂ [0, T ]. Một hàm ϕ(t) xác định trên R nhận
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giá trị trong X được gọi là một hàm vectơ riêng của họ toán tử A(t)
tương ứng với hàm giá trị riêng λ(t) nếu, với mỗi t ∈ R, ϕ(t) là vectơ
riêng của toán tử A(t) tương ứng với giá trị riêng λ(t).

Định nghĩa 3.2.3 Giả sử λ(t) là một hàm giá trị riêng của họ toán
tử A(t) xác định trên R ⊂ [0, T ]. Một hệ ϕ1(t), . . . , ϕΛ(t) các hàm
xác định trên R nhận giá trị trong X được gọi là một hệ chính tắc
các hàm vectơ riêng của họ toán tử A(t) tương ứng với hàm giá trị
riêng λ(t) nếu với mỗi t ∈ [0, T ], {ϕ1(t), . . . , ϕΛ(t)} là một hệ chính
tắc các vectơ riêng của toán tử A(t) tương ứng với giá trị riêng λ(t).

Bằng cách thay họ toán tử A(t) bởi bó toán tử U (λ, t), ta có các
khái niệm hàm giá trị riêng, tính đơn, bán đơn và tính bội không đổi
của hàm giá trị riêng, khái niệm hàm vectơ riêng và hệ chính tắc các
hàm vectơ riêng của bó toán tử U (λ, t).

Bổ đề 3.2.4 Giả sử A(t) ∈ Ca([0, T ]; L(X)). Giả sử D0 là một miền
con liên thông trong C sao cho với mỗi t ∈ [0, T ], ∂D0 ∩ ρ(A(t)) = ∅
và D0 ∩ ρ(A(t)) là tập hữu hạn các giá trị riêng có bội hữu hạn của
A(t). Khi đó:

(i) Tồn tại các hàm giá trị phức λk(t), k = 1, . . . , N , liên tục trên
[0, T ] sao cho {λ1(t), . . . , λN (t)} là tập tất cả các giá trị riêng của
toán tử A(t) trong D0 với mọi t ∈ [0, T ] (Nghĩa là các giá trị riêng
của họ toán tử A (t) có thể sắp xếp để trở thành N hàm giá trị riêng
xác định trên toàn đoạn [0, T ]).

(ii) Nếu giả thiết thêm rằng các hàm giá trị riêng trên có đồ thị
không cắt nhau từng đôi một (điều này tương đương với mỗi hàm giá
trị riêng đó có bội không đổi) thì các hàm này giải tích trên [0, T ].

(iii) Nếu giả thiết thêm nữa rằng các hàm giá trị riêng trên là
bán đơn thì tồn tại một hệ chính tắc các hàm vectơ riêng ϕkj(t), j =
1, . . . ,Λk, của họ toán tử A(t) tương ứng với hàm giá trị riêng λk(t)
(k = 1, . . . , N) gồm các hàm thuộc Ca([0, T ], X).

Định lí sau đây là quan trọng để thiết lập tính trơn theo thời gian
của các hàm trong biểu diễn của nghiệm sau này.

Định lí 3.2.5 Giả sử γ1, γ2 là các số thực, γ1 < γ2, sao cho trên các
đường Reλ = γj, j = 1, 2, không chứa giá trị riêng nào của bó toán
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tử U (λ, t) với mọi t ∈ [0, T ] và dải

D1 := {λ ∈ C : γ1 < Reλ < γ2} (3.2)

chứa ít nhất một giá trị riêng của U (λ, t0) với t0 ∈ [0, T ] nào đó.
Giả sử thêm rằng các hàm giá trị riêng của bó toán tử U (λ, t) trong
D1 có bội không đổi và bán đơn. Khi đó tồn tại các hàm số λk(t),
k = 1, . . . , N , giải tích trên [0, T ] sao cho {λ1(t), . . . , λN (t)} là tập
tất cả các giá trị riêng của toán tử U (λ, t) trong dải D1. Hơn nữa,
với mỗi k ∈ {1, . . . , N}, tồn tại một hệ chính tắc các hàm vectơ riêng

ϕkj(ω, t), j = 1, . . . ,Λk,

của bó toán tử U (λ, t) tương ứng với giá trị riêng λk(t) gồm các hàm
thuộc lớp C∞,a(ΩT ).

3.3 Biểu diễn tiệm cận của nghiệm của bài
toán trong lân cận điểm nón

Bổ đề 3.3.1 Giả sử u ∈ V l1,h
2,γ1

(GT ) là một nghiệm của bài toán

L(t, ∂x)u = f trong GT , (3.3)

Bj(t, ∂x)u = gj trên ST , j = 1, . . . ,m, (3.4)

trong đó f ∈ V l2−2m,h
2,γ2

(GT ), gj ∈ V
l2−µj− 1

2
,h

2,γ2
(ST ), l1, l2 > 2m, γ1 −

l1 > γ2 − l2. Giả sử rằng các đường Reλ = −γi + li −
n

2
(i = 1, 2)

không chứa các giá trị riêng của U (λ, t) với mọi t ∈ [0, T ], và các
hàm giá trị riêng nằm trong dải

−γ1 + l1 −
n

2
< Reλ < −γ2 + l2 −

n

2

của bó toán tử U (λ, t) là bán đơn và không giao nhau (hay có bội
không đổi). Khi đó có một lân cận V của gốc tọa độ của Rn sao cho
trong VT nghiệm u có biểu diễn

u(x, t) =
N∑
µ=1

rλµ(t)

Λµ∑
k=1

cµk(t)ϕµk(ω, t) + w(x, t), (3.5)
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trong đó w ∈ V l2,h
2,γ2

(KT ), cµk(t) ∈W h
2 ((0, T )), λ1(t), . . . , λN (t) là các

hàm giá trị riêng của bó toán tử U (λ, t) xác định trên [0, T ] như kết
quả của Định lí 3.2.5, Λµ là bội của hàm giá trị riêng λµ(t),

ϕµk(ω, t), k = 1, . . . ,Λµ,

là một hệ chính tắc các hàm vectơ riêng của bó toán tử U (λ, t) tương
ứng với hàm giá trị riêng λµ(t) gồm các hàm thuộc C∞,a(ΩT ).

Bổ đề 3.3.2 Giả sử

f = rλ0(t)−2m
s∑

σ=0

1
σ!

(ln r)σfs−σ, (3.6)

gj= rλ0(t)−µj
s∑

σ=0

1
σ!

(ln r)σgj,s−σ,j = 1, . . . ,m, (3.7)

trong đó fσ ∈ W l−2m,h
2 (ΩT ), gj,σ ∈ W

l−µj− 1
2
,h

2 (∂ΩT ), σ = 0, . . . , s,
j = 1, . . . ,m. Giả sử rằng nếu λ0(t) là giá trị riêng của U (λ, t) với
một t nào đó, thì nó là một hàm giá trị riêng bán đơn với bội không
đổi của U (λ, t) xác định trên [0, T ]. Khi đó có một nghiệm u của bài
toán (3.3), (3.4) có dạng

u = rλ0(t)
s+κ∑
σ=0

1
σ!

(ln r)σus+κ−σ (3.8)

trong đó uσ ∈ W l,h
2 (ΩT ), σ = 0, . . . , s + κ. Ở đây κ = 1 hoặc κ = 0

tùy theo λ0(t) có là một hàm giá trị riêng của U (λ, t) hay không.

Định lí 3.3.3 Giả sử u ∈ V l1,h
2,γ1

(GT ) là một nghiệm của bài toán

L(x, t, ∂x)u = f trong GT , (3.9)

Bj(x, t, ∂x)u = gj trên ST , j = 1, . . . ,m, (3.10)

trong đó f ∈ V l2−2m,h
2,γ2

(GT ), gj ∈ V
l2−µj− 1

2
,h

2,γ2
(ST ), l1, l2, h là các số

nguyên không âm, l1, l2 > 2m, l1 − γ1 < l2 − γ2. Giả sử rằng có các
số thực δ0, δ2, . . . , δM sao cho

δ0 = γ1 + l2 − l1, δM = γ2, 0 < δd−1 − δd 6 1, d = 1, . . . ,M,
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và các đường

Reλ = −δd + l2 −
n

2
, d = 0, . . . ,M,

không chứa các giá trị riêng của bó U (λ, t) với mọi t ∈ [0, T ], còn
các hàm giá trị riêng nằm trong dải

−δ0 + l2 −
n

2
< Reλ < −δM + l2 −

n

2

của bó toán tử U (λ, t) đều bán đơn và không giao nhau (hay có bội
không đổi). Gọi λ1(t), λ2(t), . . . , λN (t) là các hàm giá trị riêng xác
định trên [0, T ] của U (λ, t) nằm trong dải đó. Giả sử thêm rằng
nếu λj(t0) = λk(t0) + s với j, k ∈ {1, . . . , N}, với số nguyên s và
t0 ∈ [0, T ], thì λj(t) = λk(t) + s với mọi t ∈ [0, T ]. Khi đó nghiệm u
có biểu diễn

u =
N∑
µ=1

`µ∑
τ=0

rλµ(t)+τPµ,τ (ln r) + w, (3.11)

trong đó w ∈ V l2,h
2,γ2

(GT ), Pµ,τ là các đa thức với các hệ số thuộc

W l2,h
2 (ΩT ), `µ là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn −γ2−λµ(t)−1+ l2−

n

2
với mọi t ∈ [0, T ].

Sau đây là định lí về biểu diễn tiệm cận của nghiệm của bài toán biên
ban đầu (1.3)-(1.5) trong lân cận của điểm nón.

Định lí 3.3.4 Giả sử các giả thiết của Định lí 2.3.4 thỏa mãn và
u ∈ H

m,1
B (Q) là nghiệm suy rộng của bài toán (1.3)- (1.5). Giả thiết

có các số thực δ0, δ2, . . . , δM sao cho

δ0 > max(m, 2m− n

2
), δM > 0, 0 < δd−1 − δd 6 1, d = 1, . . . ,M,

và các đường

Reλ = −δd + 2m− n

2
, d = 0, . . . ,M,
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không chứa các giá trị riêng của bó U (λ, t) với mọi t ∈ [0, T ], còn
các hàm giá trị riêng nằm trong dải

−δ0 + 2m− n

2
< Reλ < −δM + 2m− n

2

của bó toán tử U (λ, t) đều bán đơn và không giao nhau (hay có bội
không đổi). Gọi λ1(t), λ2(t), . . . , λN (t) là các hàm giá trị riêng xác
định trên [0, T ] của U (λ, t) nằm trong dải đó. Giả thiết thêm rằng
nếu λj(t0) = λk(t0) + s với j, k ∈ {1, . . . , N}, với số nguyên s và
t0 ∈ [0, T ], thì λj(t) = λk(t) + s với mọi t ∈ [0, T ].

Khi đó u có biểu diễn

u =
N∑
µ=1

`µ∑
τ=0

rλµ(t)+τPµ,τ (ln r) + w, (3.12)

trong đó w ∈ V 2m,h
2,δM

(GT ), Pµ,τ là các đa thức với các hệ số thuộc

W 2m,h
2 (ΩT ), `µ là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn −δM−λµ(t)−1+2m−n

2
với mọi t ∈ [0, T ].

3.4 Bài toán biên mẫu cho toán tử cấp hai
trong miền góc

Trong mục này chúng tôi xét các bài toán biên mẫu cấp hai
hai biến trong miền góc; chúng tương ứng với trường hợp toán tử
L(x, t, ∂x) của bài toán biên ban đầu (1.3)- (1.5) là toán tử cấp hai
với hai biến không gian và miền G là một miền con bị chặn của R2

chứa điểm góc. Chúng tôi sẽ tính toán tường minh các hàm giá trị
riêng và các hàm vectơ riêng của U (λ, t); từ đó khảo sát dễ dàng về
bội của các hàm giá trị riêng cũng như tính chính quy của các hàm
giá trị riêng và các hàm vectơ riêng theo biến t. Bởi vậy, có thể coi
đây các ví dụ minh họa cho các kết quả tổng quát được trình bày
phía trước.

Xét miền góc K = {x = (x1, x2) ∈ R2 : r > 0, 0 < ω < ω0}.
Đặt S0 = {x ∈ R2 : r > 0, ω = 0}, S1 = {x ∈ R2 : r > 0, ω = ω0},
SjT = Sj × [0, T ], j = 0, 1.
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Xét toán tử vi phân L = L(t, ∂x) = −(∂x2−a(t)∂x1)(∂x2−a(t)∂x1),
trong đó a(t) = (α(t) + iβ(t)), α(t), β(t) là các hàm thực xác định
trên [0, T ], β(t) > %3 với mọi t ∈ [0, T ], trong đó %3 là hằng số dương
nào đó.

3.4.1 Bài toán biên Dirichlet

Trong tiểu mục này ta xét bài toán biên Dirichlet phụ thuộc tham
số:

L(t, ∂x)u = f trong KT , (3.13)

u =gj trên SjT ,j = 0, 1. (3.14)

Mệnh đề 3.4.1 Giả sử hàm a(t) thuộc lớp Ch([0, T ]), trong đó h
là một số tự nhiên. Khi đó các hàm giá trị riêng của bó toán tử
U (λ, t) tương ứng với bài toán (3.13), (3.14) xác định bởi công thức

λk(t) =
kπ

Imϑ(ω0, t)
, k = ±1,±2, . . . ; các hàm giá trị riêng này là đơn

và thuộc lớp Ch([0, T ]). Các hàm vectơ riêng tương ứng được cho bởi

công thức ϕk(ω, t) = e
kReϑ(ω,t)π
Imϑ(ω0,t) sin k Imϑ(ω,t)π

Imϑ(ω0,t)
, k = ±1,±2, . . . ; chúng

là khả vi vô hạn theo biến ω và khả vi liên tục h lần theo biến t. Ở
đây

Reϑ(ω, t) =
1
2

ln
Z2
j (ω, t) + 1

tan2(ω) + 1
+ ln

|β(t)|√
α2(t) + β2(t)

và

Imϑ(ω, t) =



arctanZ(ω, t)− arctan
α(t)
β(t)

, ω ∈ (0, π2 ],

arctanZ(ω, t)− arctan
α(t)
β(t)

+ 2π, ω ∈ (π2 ,
3π
2 ],

arctanZ(ω, t)− arctan
α(t)
β(t)

+ 4π, ω ∈ (3π
2 , 2π),

trong đó

Z(ω, t) =
α2(t) + β2(t)

β(t)
tanω +

α(t)
β(t)

.
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3.4.2 Bài toán biên Neumann

Trong tiểu mục này chúng tôi xét bài toán biên ellipic phụ thuộc
tham số với điều kiện biên Neumann:

L(t, ∂x)u = f trong GT , (3.15)

Nj(t, ∂x)u = gj trên S
j
T , j = 0, 1, (3.16)

Nj(t, ∂x)u = ∂x2u.ν
j
2−α(t)∂x1u.ν

j
2−α(t)∂x2 .ν

j
1+(α2(t)+β2(t))∂x1 .ν

j
1,

νj = (νj1, ν
j
2) là trường vectơ đơn vị pháp tuyến ngoài trên SjT , j =

0, 1.

Mệnh đề 3.4.2 Giả sử hàm a(t) thuộc lớp Ch([0, T ]), trong đó h là
một số tự nhiên. Khi đó

1) Các hàm giá trị riêng khác hàm đồng nhất bằng 0 của bó toán
tử U (λ, t) tương ứng với bài toán (3.15), (3.16) xác định bởi λk(t) =

kπ

Imϑ(ω0, t)
, k = ±1,±2, . . . ; các hàm giá trị riêng này là đơn và

thuộc lớp Ch([0, T ]). Các hàm vectơ riêng tương ứng được cho bởi

ϕk(ω, t)= e
kReϑ(ω,t)π
Imϑ(ω0,t) cos k Imϑ(ω,t)π

Imϑ(ω0,t)
, k = ±1,±2, . . . ; chúng là khả vi

vô hạn theo biến ω và khả vi liên tục h lần theo biến t.
2) λ(t) ≡ 0 là một hàm giá trị riêng của bó toán tử U (λ, t) với

hàm vectơ riêng tương ứng u0 = 1. Nếu đẳng thức M(ω0, t)α(t) =
−N(ω0, t) không đúng với mọi t ∈ [0, T ] thì hàm giá trị riêng này
là đơn. Nếu đẳng thức này đúng với mọi t ∈ [0, T ] thì λ(t) ≡ 0 là
hàm giá trị riêng có bội không đổi 2 với hàm vectơ riêng suy rộng
u1 = 1 + α(t)ω.

3.4.3 Bài toán biên hỗn hợp Dirichlet-Neumann

Trong tiểu mục này chúng tôi xét bài toán biên ellipic phụ thuộc
tham số với điều kiện biên hỗn hợp Dirichlet - Neumann:

L(t, ∂x)u = f trong GT , (3.17)

u = g0 trên S0
T (3.18)

N1(t, ∂x)u = g1 trên S1
T . (3.19)
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Mệnh đề 3.4.3 Giả sử hàm a(t) thuộc lớp Ch([0, T ]), trong đó h là
một số tự nhiên. Khi đó các hàm giá trị riêng của bó toán tử U (λ, t)

tương ứng với bài toán (3.17)- (3.19) xác định bởi λk(t) =
(k + 1

2)π
Imϑ(ω0, t)

,

k = 0,±1,±2, . . . ; các hàm giá trị riêng này là đơn và thuộc lớp
Ch([0, T ]). Các hàm vectơ riêng tương ứng được cho bởi công thức

ϕk(ω, t)= e
(k+1

2 ) Reϑ(ω,t)π

Imϑ(ω0,t) sin (k+ 1
2

) Imϑ(ω,t)π

Imϑ(ω0,t)
, k = 0,±1,±2, . . . ; chúng

là khả vi vô hạn theo biến ω và khả vi liên tục h lần theo biến t.

3.5 Xét bài toán đối với phương trình
parabolic cấp hai trong miền trụ với đáy
là miền đa giác cong

Trong mục này, sử dụng các tính toán trong mục trước đối với
các bài toán biên mẫu, chúng tôi xét bài toán biên ban đầu đối với
phương trình parabolic cấp hai trong miền trụ với đáy miền chứa
điểm góc trong mặt phẳng R2 như là ví dụ của các kết quả tổng quát
được trình bày trong phần trước của luận án.

Trong mục này ta xét G là một miền đa giác cong với các đỉnh
x(1), . . . , x(d) và các cạnh Γτ (nối hai điểm x(τ) và x(τ+1) với x(d+1) =
x(1)). Giả sử thêm rằng với mỗi điểm x(τ), τ = 1, . . . , d, tồn tại một
lân cận U τ sao cho G∩U τ = Kτ ∩U τ , trong đó Kτ là một miền góc
có đỉnh tại x(τ) có độ mở ω(τ)

0 với 0 < ω
(τ)
0 < 2π, ω(τ)

0 6= π.
Giả sử L(t, ∂x) = L(t, ∂x) xác định trong mục 3.4. Ta xét bài toán

biên ban đầu sau

ut + L(t, ∂x)u =f trong GT , (3.20)

u =0 trên ΓτT , τ ∈ D, (3.21)

N τu =0 trên ΓτT , τ ∈ N, (3.22)

u|t=0=φ trên G, (3.23)

trong đó D,N ⊂ {1, . . . , d}, D ∪N = {1, . . . , d} và D ∩N = ∅.
Lúc này đóng vai trò như Hm

B (G), H
m,1
B (GT ) lần lượt là H1

D(G) =
{u ∈ H1(G) : u|ΓτT = 0, τ ∈ D},H1,1

D (GT ) = W 1
2 (0, T ;H1

D(G), H−1
D (G)).
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Điều kiện phù hợp bậc h đối với bài toán (1.3)-(1.5) là: các hàm
φ0, . . . , φh−1 thuộc W 2

2,loc(G) và

φs|Γτ = 0 nếu τ ∈ D,
s∑

k=0

(
s

k

)
N τ
ts−k(x, 0, ∂x)φk|τΓ = 0 nếu τ ∈ N

(s = 0, . . . , h− 1).

(3.24)
Giả sử gốc tọa độ là một đỉnh của G. Ta nói đỉnh 0 thuộc loại

Dirichlet nếu {1, d} ⊂ D, thuộc loại Neumann nếu {1, d} ⊂ N, thuộc
loại Dirichlet-Neumann nếu 1 ∈ D và d ∈ N.

Giả sử h là một số nguyên không âm, hàm a(t) thuộc lớp Ch([0, T ]),
và u ∈ H

1,1
D (GT ) là nghiệm suy rộng của bài toán (3.20) - (3.23). Giả

sử φ ∈W 2h+1
2,loc (G), f ∈W

2h,h
2,loc(GT ) sao cho φk ∈W 1

2 (G), ftk ∈ L2(GT )
for k = 0, . . . , h, and và điều kiện phù hợp (3.24) đúng nếu h > 1.

Hệ quả 3.5.1 Giả sử đỉnh 0 thuộc loại Dirichlet, và β là một số thực
sao cho 0 6 β 6 1 và kπ

Imϑ(ω0,t)
6= 1− β với mọi số nguyên k 6= 0. Kí

hiệu K là tập tất cả các số nguyên dương k sao cho kπ
Imϑ(ω0,t)

< 1− β
với mọi t ∈ [0, T ]. Khi đó, trong lân cận của điểm 0, u có biểu diễn

u(x, t) =
∑
k∈K

ck(t)r
kπ

Imϑ(ω0,t) e
kReϑ(ω,t)π
Imϑ(ω0,t) sin

k Imϑ(ω, t)π
Imϑ(ω0, t)

+ w(x, t),

ở đó w ∈ V 2,h
2,β (GT ), ck ∈W h

2 ((0, T )), k ∈ K.
Đặc biệt, nếu (3.20) là phương trình truyền nhiệt cổ điển, tức là

L = −∆, và (1−β)ω0

π không nguyên thì, trong lân cận của điểm 0,

u(x, t) =
∑

0<k<(1−β)
ω0
π

ck(t)r
kπ
ω0 sin

kπω

ω0
+ w(x, t),

ở đó w ∈ V 2,h
2,β (GT ), ck ∈W h

2 ((0, T )), 0 < k < (1− β)ω0
π .

Hệ quả 3.5.2 Giả sử đỉnh 0 thuộc loại Dirichlet-Neumann, và β là

một số thực sao cho 0 6 β 6 1 và (k+ 1
2

)π

Imϑ(ω0,t)
6= 1 − β với mọi số

nguyên k. Kí hiệu K là tập tất cả các số nguyên không âm k sao cho
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(k+ 1
2

)π

Imϑ(ω0,t)
< 1− β với mọi t ∈ [0, T ]. Khi đó, u có biểu diễn trong lân

cận của điểm 0

u(x, t) =
∑
k∈K

ck(t)r
(k+1

2 )π

Imϑ(ω0,t) e
(k+1

2 ) Reϑ(ω,t)π

Imϑ(ω0,t) sin
(k + 1

2) Imϑ(ω, t)π
Imϑ(ω0, t)

+ w(x, t),

ở đó w ∈ V 2,h
2,β (GT ), ck ∈W h

2 ((0, T )), k ∈ K.
Đặc biệt, nếu (3.20) là phương trình truyền nhiệt cổ điển, tức là

L = −∆, và (1−β)ω0

π − 1
2 không nguyên thì, trong lân cận của điểm 0,

u(x, t) =
∑

06k<(1−β)
ω0
π
− 1

2

ck(t)r
(k+1

2 )π

ω0 sin
(k + 1

2)πω
ω0

+ w(x, t),

ở đó w ∈ V 2,h
2,β (GT ), ck ∈W h

2 ((0, T )), 0 6 k < (1− β)ω0
π −

1
2 .

Hệ quả 3.5.3 Giả sử đỉnh 0 thuộc loại Neumann, và β là một số
thực sao cho 0 6 β 6 1 và kπ

Imϑ(ω0,t)
6= 1− β với mọi số nguyên. Giả

sử hệ thức M(ω0, t)α(t) = −N(ω0, t) đúng hoặc không đúng với mọi
t ∈ [0, T ]. Kí hiệu K là tập tất cả các số nguyên dương k sao cho

kπ
Imϑ(ω0,t)

< 1− β với mọi t ∈ [0, T ]. Khi đó u có biểu diễn trong lân
cận của điểm 0

u(x, t) = c0(t) + c0,1(t)(1 + α(t)ω) ln r

+
∑
k∈K

ck(t)r
kπ

Imϑ(ω0,t) e
kReϑ(ω,t)π
Imϑ(ω0,t) cos

k Imϑ(ω, t)π
Imϑ(ω0, t)

+ w(x, t),

ở đó w ∈ V 2,h
2,β (GT ), c0, c0,1, ck ∈ W h

2 ((0, T )), k ∈ K, c0,1 ≡ 0 nếu
M(ω0, t)α(t) 6= −N(ω0, t) với mọi t ∈ [0, T ].

Đặc biệt, nếu (3.20) là phương trình truyền nhiệt cổ điển, tức là
L = −∆, và (1−β)ω0

π không nguyên thì, trong lân cận của điểm 0,

u(x, t) = c0(t) + c0,1(t) ln r +
∑

0<k<(1−β)
ω0
π

ck(t)r
kπ
ω0 cos

kπω

ω0
+ w(x, t),

ở đó w ∈ V 2,h
2,β (GT ), c0, c0,1, ck ∈W h

2 ((0, T )), 0 < k < (1− β)ω0
π .
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KẾT LUẬN
Trong luận án này chúng tôi xét bài toán biên ban đầu đối với

phương trình parabolic trong miền trụ với đáy chứa điểm nón. Các
kết quả chính của luận án:

• Thiết lập được sự tồn tại duy nhất nghiệm suy rộng của bài
toán trong không gian H

m,1
B (Q) và sự phụ thuộc liên tục của

nghiệm suy rộng theo các dữ kiện vế phải và điều kiện ban đầu.

• Thiết lập được tính chính quy của nghiệm suy rộng theo biến
thời gian trong không gian Hm,1

B (Q) và tính chính quy của
nghiệm suy rộng theo hai biến không-thời gian trong các không
gian Sobolev có trọng.

• Thiết lập được biểu diễn tiệm cận của nghiệm của bài toán
elliptic phụ thuộc tham số trong lân cận điểm kì dị của biên.
Từ đó vận dụng để thiết lập biểu diễn tiệm cận của nghiệm của
bài toán biên ban đầu parabolic trong lân cận điểm kì dị đó.

Sư tồn tại duy nhất nghiệm và tính chính quy của nghiệm theo
biến thời gian được chứng minh bằng các phương pháp phổ biến và
chuẩn mực là phương pháp xấp xỉ Galerkin, các phương pháp năng
lượng đánh giá tiên nghiệm và các phương pháp của giải tích hàm.
Tính chính quy của nghiệm theo biến bất kì và biểu diễn tiệm cận
của nghiệm trong lân cận của điểm conic được thiết lập bằng cách
đưa bài toán về bài toán elliptic phụ thuộc tham số cũng như xây
dựng các không gian hàm phù hợp.
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