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Më ®Çu
1. LÞch sö vÊn ®Ò vµ lÝ do chän ®Ò tµi

Lý thuyÕt æn ®Þnh lµ mét bé phËn quan träng cña lý thuyÕt ®Þnh tÝnh c¸c hÖ
ph¬ng tr×nh vi ph©n, cã nhiÒu øng dông trong thùc tÕ kÜ thuËt. Cïng víi sù ph¸t
triÓn cña lý thuyÕt ®iÒu khiÓn, ®Õn nh÷ng n¨m 60 cña thÕ kØ XX, ngêi ta b¾t ®Çu
nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh cña c¸c hÖ ®iÒu khiÓn (thêng gäi lµ tÝnh chÊt æn ®Þnh ho¸).
Tõ ®ã ®Õn nay, hai tÝnh chÊt nµy ®· trë thµnh mét híng nghiªn cøu quan träng trong
lý thuyÕt ®iÒu khiÓn hÖ thèng, c¶ vÒ lý thuyÕt lÉn øng dông, thu hót sù quan t©m cña
nhiÒu nhµ to¸n häc trong vµ ngoµi níc nh J. Hale, V. Kolmanovskii, T. Yoshizawa,
V. Kharitonov, Vò TuÊn, NguyÔn ThÕ Hoµn, NguyÔn Khoa S¬n, Ph¹m Kú Anh, Vò
Ngäc Ph¸t, NguyÔn §×nh C«ng, NguyÔn H÷u D,...

HÇu hÕt c¸c qu¸ tr×nh trong thùc tiÔn kÜ thuËt thêng liªn quan ®Õn ®é trÔ thêi
gian nªn líp hÖ cã trÔ ®· thu hót ®îc nhiÒu sù quan t©m nghiªn cøu trong vµi thËp
kØ gÇn ®©y.

2. Môc ®Ých nghiªn cøu

Môc ®Ých cña luËn ¸n nµy lµ nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa cña mét sè
líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n vµ ®iÒu khiÓn cã trÔ b»ng ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov.

3. §èi tîng vµ ph¹m vi nghiªn cøu

Trong luËn ¸n nµy chóng t«i nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa cña c¸c líp
hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n vµ ®iÒu khiÓn sau:

B»ng ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov, chóng t«i chøng minh ®îc mét sè tiªu chuÈn
æn ®Þnh cho líp ph¬ng tr×nh vi ph©n mê d¹ng tæng qu¸t ẋ(t) = f(t, x(t)). §ång
thêi chóng t«i thiÕt lËp ®îc c¸c ®iÒu kiÖn d¹ng bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh
(LMIs) cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cña líp hÖ mê Takagi-Sugeno cã trÔ biÕn
thiªn:

ẋ(t) =
r∑

i=1

λi(ξ(t))
[
Aix(t) +Dix(t− d(t)) +Biu(t)

]
.

B»ng c¸ch më réng hµm Lyapunov-Krasovskii kiÓu Kharitonov, kÕt hîp víi kÜ
thuËt biÕn ®æi m« h×nh b»ng c«ng thøc Newton-Leibniz, chóng t«i thiÕt lËp ®îc c¸c
®iÒu kiÖn d¹ng LMIs cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cho líp hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng
ch¾c ch¾n, cã trÔ biÕn thiªn:

ẋ(t) = [A0 + ∆A0(t)]x(t) + [A1 + ∆A1(t)]x(t− d(t)) + [B + ∆B(t)]u(t).

§iÒu kiÖn cña chóng t«i kh«ng yªu cÇu tÝnh æn ®Þnh cña ma trËn A0, ®ång thêi, sö
dông ®îc ma trËn A1 cña sè h¹ng trÔ vµo ®¸nh gi¸ tÝnh æn ®Þnh cña hÖ.

KÕt hîp c¸ch tiÕp cËn b»ng ®Þnh lÝ Razumikhin víi kÜ thuËt biÕn ®æi m« h×nh
b»ng c«ng thøc Newton-Leibniz chóng t«i t×m ®îc ®iÒu kiÖn æn ®Þnh mò cho líp hÖ
tuyÕn tÝnh kh«ng dõng cã trÔ biÕn thiªn d¹ng:

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− h(t))
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vµ bá ®îc gi¶ thiÕt h¹n chÕ vÒ tÝnh kh¶ vi cña hµm trÔ trong ®iÒu kiÖn míi cña
chóng t«i.

B»ng c¸ch x©y dùng hµm Lyapunov-Krasovskii míi vµ c¸ch tiÕp cËn b»ng ph¬ng
tr×nh vi ph©n Riccati ma trËn, chóng t«i ®a ra tiªu chuÈn æn ®Þnh hãa mò cña líp
hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng dõng cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +B1(t)u(t− h).

C¸c kÕt qu¶ nµy më réng tiªu chuÈn cña Chen vµ Zheng (2006), Yue (2004), Yue vµ
Han (2005), Zhang vµ c¸c céng sù (2007).

Sö dông hµm Lyapunov-Krasovskii phô thuéc tham sè, chóng t«i thiÕt lËp ®îc
c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ d¹ng bÊt ®¼ng thøc ma trËn cho tÝnh æn ®Þnh ho¸ mò cña líp hÖ
tuyÕn tÝnh ®a diÖn cã trÔ hçn hîp trªn c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn d¹ng:

ẋ(t) = A0x(t)+A1x(t−τ)+A2

∫ t

t−τ

x(s)ds+B0u(t)+B1u(t−r)+B2

∫ t

t−r

u(s)ds.

Trong luËn ¸n nµy, chóng t«i nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cho líp hÖ
chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n trÔ biÕn thiªn:

ẋ(t) = [Aσ + ∆Aσ(t)]x(t) + [Dσ + ∆Dσ(t)]x(t− h(t)) + [Bσ + ∆Bσ(t)]u(t)

vµ líp hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh cã trÔ hçn hîp trªn c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn:

ẋ(t) = Aσx(t)+Dσx(t−h)+Eσ

∫ t

t−r

x(s)ds+Bσu(t)+Cσu(t−h)+Fσ

∫ t

t−r

u(s)ds.

Dùa trªn c¸c hµm Lyapunov-Krasovskii c¶i tiÕn, chóng t«i ®· thiÕt lËp ®îc mét sè
®iÒu kiÖn ®ñ d¹ng bÊt ®¼ng thøc ma trËn cho phÐp thiÕt kÕ quy t¾c bËt d¹ng h×nh häc
cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò c¸c líp hÖ chuyÓn m¹ch nãi trªn.

4. Ph¬ng ph¸p nghiªn cøu

Trong luËn ¸n nµy chóng t«i sö dông ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov-Krasovskii.
B»ng c¸ch c¶i tiÕn vµ më réng cÊu tróc hµm Lyapunov-Krasovskii, chóng t«i thiÕt
lËp ®îc c¸c ®iÒu kiÖn míi cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa cña c¸c líp hÖ ph¬ng
tr×nh vi ph©n vµ ®iÒu khiÓn nãi trªn.

5. KÕt qu¶ ®¹t ®îc

KÕt qu¶ chÝnh cña luËn ¸n ®îc tr×nh bµy ë c¸c ch¬ng 2, 3, 4 vµ ®· ®îc c«ng
bè trong 8 bµi b¸o trªn c¸c t¹p chÝ chuyªn ngµnh trong vµ ngoµi níc.

6. CÊu tróc cña luËn ¸n

LuËn ¸n gåm 4 ch¬ng, phÇn më ®Çu, kÕt luËn, danh môc c¸c c«ng tr×nh c«ng
bè cña t¸c gi¶ vµ danh môc tµi liÖu tham kh¶o.

Ch¬ng 1: Mét sè kiÕn thøc vµ kÕt qu¶ bæ trî.
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Ch¬ng 2: TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa cña mét sè líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n
vµ ®iÒu khiÓn mê.

Ch¬ng 3: TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cña c¸c hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n
tuyÕn tÝnh cã trÔ.

Ch¬ng 4: TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa cña c¸c hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh cã
trÔ.

Ch¬ng 1

Mét sè kiÕn thøc vµ kÕt qu¶ bæ trî
Ch¬ng nµy tr×nh bµy mét sè kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ vÒ tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh

ho¸ cña líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng, hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n cã trÔ, ph¬ng
tr×nh vi ph©n mê vµ mét sè bæ ®Ò bæ trî.

1.1. Bµi to¸n æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸
1.1.1. Bµi to¸n æn ®Þnh

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n

ẋ(t) = f(t, x(t)), t > 0, (1.1)

Gi¶ thiÕt r»ng víi mçi (t0, x0) ∈ R
+ ×R

n, hÖ (1.1) cã nghiÖm duy nhÊt ®i qua ®iÓm
(t0, x0) x¸c ®Þnh trªn [t0,+∞) vµ f(t, 0) ≡ 0.
§Þnh nghÜa 1.1. NghiÖm kh«ng cña hÖ (1.1) ®îc gäi lµ æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i c¸c
h»ng sè α > 0, N > 1 sao cho mäi nghiÖm x(t; t0, x0) cña hÖ (1.1) tháa m·n ®iÒu
kiÖn

‖x(t; t0, x0)‖ 6 N‖x0‖e−α(t−t0), ∀t > t0.

CÆp (α,N) ®îc gäi lµ c¸c chØ sè æn ®Þnh mò Lyapunov.

1.1.2. Ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov
§Þnh nghÜa 1.2. Hµm V : R

+ × R
n → R, V (t, 0) = 0, ∀t > 0, kh¶ vi liªn tôc ®îc

gäi lµ hµm Lyapunov cña hÖ (1.1) nÕu:
(i) Hµm V (t, x) x¸c ®Þnh d¬ng, tøc lµ, V (t, x) > a(‖x‖), a ∈ K, (t, x) ∈ R

+ × R
n.

(ii) §¹o hµm, V̇ (t, x(t)) :=
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x(t)) 6 0, víi mäi nghiÖm x(t) cña (1.1).

NÕu hµm V (t, x) tho¶ m·n thªm c¸c ®iÒu kiÖn:

(iii) ∃b, c ∈ K : V (t, x) 6 b(‖x‖), ∀(t, x) ∈ R
+ × R

n;

(iv) V̇ (t, x(t)) 6 −c(‖x(t)‖), víi mäi nghiÖm x(t) cña hÖ (1.1) th× V (t, x) gäi lµ
hµm Lyapunov chÆt cña hÖ (1.1).

§Þnh lÝ 1.1. NÕu hÖ (1.1) cã hµm Lyapunov th× hÖ lµ æn ®Þnh. H¬n n÷a, nÕu hµm
Lyapunov lµ chÆt th× hÖ lµ æn ®Þnh tiÖm cËn ®Òu.

§Þnh lÝ 1.2. Gi¶ sö hÖ (1.1) cã hµm Lyapunov tho¶ c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) ∃λ1, λ2 > 0 : λ1‖x‖2 6 V (t, x) 6 λ2‖x‖2, ∀(t, x) ∈ R
+ × R

n,
(ii) ∃λ3 > 0 : V̇ (t, x(t)) 6 −2λ3V (t, x(t)) víi mäi nghiÖm x(t) cña hÖ (1.1).
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Khi ®ã hÖ (1.1) lµ æn ®Þnh mò víi c¸c chØ sè æn ®Þnh mò lµ λ3 vµ N =

√
λ2

λ1
.

1.1.3. Bµi to¸n æn ®Þnh ho¸

XÐt mét hÖ thèng ®iÒu khiÓn ®îc m« t¶ bëi hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n

ẋ(t) = f
(
t, x(t), u(t)

)
, t > 0. (1.4)

§Þnh nghÜa 1.3. HÖ ®iÒu khiÓn (1.4) gäi lµ æn ®Þnh hãa ®îc nÕu tån t¹i hµm
g : R

n → R
m sao cho hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n (thêng gäi lµ hÖ ®ãng)

ẋ(t) = f(t, x(t), g(x(t))), t > 0, (1.6)

lµ æn ®Þnh tiÖm cËn. Hµm u(t) = g(x(t)) gäi lµ hµm ®iÒu khiÓn ngîc.

1.2. Bµi to¸n æn ®Þnh, æn ®Þnh ho¸ hÖ cã trÔ
1.2.1. Bµi to¸n æn ®Þnh hÖ cã trÔ

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n cã trÔ

ẋ(t) = F (t, xt), t > t0. (1.8)

Cho V : R
+ × C → R lµ mét hµm liªn tôc vµ x(t0, φ) lµ nghiÖm cña (1.8) ®i qua

(t0, φ). §¹o hµm cña V däc theo nghiÖm cña hÖ (1.8) ®îc x¸c ®Þnh bëi

V̇ (t, xt(t0, φ)) := lim sup
h→0+

1

h

[
V (t+ h, xt+h(t0, φ))− V (t, xt(t0, φ))

]
.

§Þnh nghÜa 1.4. Cho sè α > 0. HÖ (1.8) gäi lµ α-æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i h»ng sè
N > 1 sao cho mäi nghiÖm x(t, φ) cña (1.8) tháa m·n ®iÒu kiÖn

‖x(t, φ)‖ 6 N‖φ‖e−α(t−t0), ∀t > t0.

§Þnh lÝ 1.4. (Lyapunov-Krasovskii Stability Theorem) Gi¶ sö F : R
+ ×C → R

n biÕn
mçi tËp R

+ × B (B lµ tËp bÞ chÆn trong C) thµnh tËp bÞ chÆn trong R
n vµ u, v, w :

R
+ → R

+ lµ c¸c hµm liªn tôc, kh«ng gi¶m, u(0) = v(0) = 0, u(s) > 0, v(s) > 0
víi mäi s > 0. NÕu tån t¹i mét hµm kh¶ vi liªn tôc V : R × C → R sao cho

u(‖φ(0)‖) 6 V (t, φ) 6 v(‖φ‖)
vµ

V̇ (t, φ) 6 −w(‖φ(0)‖)
th× nghiÖm kh«ng cña (1.8) lµ æn ®Þnh ®Òu. NÕu w(s) > 0 víi mäi s > 0 th× nghiÖm
x = 0 lµ æn ®Þnh tiÖm cËn ®Òu. H¬n n÷a, nÕu lim

s→∞
u(s) = ∞ th× nghiÖm ®ã lµ æn

®Þnh tiÖm cËn toµn côc ®Òu.

§Þnh lÝ 1.5. (Razumikhin Theorem) Gi¶ sö F : R
+ × C → R

n biÕn mçi tËp R
+ × B

(B lµ tËp bÞ chÆn trong C) thµnh tËp bÞ chÆn trong R
n; u, v, w : R

+ → R
+ lµ c¸c

hµm ®¬n ®iÖu kh«ng gi¶m, u(0) = v(0) = 0, u(s) > 0, v(s) > 0 víi mäi s > 0 vµ
v(s) t¨ng ngÆt.

NÕu tån t¹i hµm kh¶ vi liªn tôc V : R
+ × R

n → R sao cho

(i) u(‖x‖) 6 V (t, x) 6 v(‖x‖), ∀x ∈ R
n, t > 0
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(ii) V̇ (t, x(t)) 6 −w(‖x(t)‖) khi V (t+ θ, x(t+ θ)) 6 V (t, x(t)), ∀θ ∈ [−h, 0]
vµ víi mäi nghiÖm x(t) cña hÖ (1.8) th× nghiÖm kh«ng cña (1.8) lµ æn ®Þnh ®Òu.

H¬n n÷a, nÕu w(s) > 0 khi s > 0 vµ tån t¹i mét hµm p(s) liªn tôc, ®¬n ®iÖu
kh«ng gi¶m, p(s) > s víi mäi s > 0 sao cho
(iii) V̇ (t, x(t)) 6 −w(‖x(t)‖) khi V (t+θ, x(t+θ)) 6 p(V (t, x(t))), ∀θ ∈ [−h, 0] th×
nghiÖm x = 0 cña (1.8) lµ æn ®Þnh tiÖm cËn ®Òu. NÕu gi¶ thiÕt thªm, lim

s→∞
u(s) = ∞

th× nghiÖm ®ã lµ æn ®Þnh tiÖm cËn toµn côc ®Òu.

1.2.2. Bµi to¸n æn ®Þnh ho¸ hÖ ®iÒu khiÓn cã trÔ

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn cã trÔ trªn tr¹ng th¸i

ẋ(t) = F (t, xt, u(t)), t > 0, x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0]. (1.9)

§Þnh nghÜa 1.5. HÖ ®iÒu khiÓn (1.9) gäi lµ æn ®Þnh hãa ®îc nÕu tån t¹i hµm
g : R

n → R
m sao cho hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n ®ãng (closed-loop system)

ẋ(t) = F (t, xt, g(x(t))), (1.10)

lµ æn ®Þnh tiÖm cËn.
§Þnh nghÜa 1.6. Cho sè α > 0. HÖ ®iÒu khiÓn (1.9) gäi lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng
mò nÕu tån t¹i hµm g : R

n → R
m sao cho hÖ ®ãng (1.10) lµ α-æn ®Þnh, tøc lµ, tån

t¹i sè N > 1 sao cho mäi nghiÖm x(t0, φ) cña hÖ ®ãng (1.10) tháa m·n ®¸nh gi¸ mò

‖x(t0, φ)(t)‖ 6 N‖φ‖e−α(t−t0), t > t0.

1.3. Ph¬ng tr×nh vi ph©n mê vµ bµi to¸n æn ®Þnh
1.3.1. Ph¬ng tr×nh vi ph©n mê

XÐt bµi to¸n Cauchy cho ph¬ng tr×nh vi ph©n mê sau

ẋ(t) = f(t, x(t)), t > t0, x(t0) = x0, (1.11)

trong ®ã, f : R
+ × En → En vµ t0 ∈ R

+, x0 ∈ En.

§Þnh lÝ 1.6. Gi¶ sö f ∈ C[R+ × En, En] tháa c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) ∃a, b ∈ K : d[f(t, x), ô] 6 a(t)
(
1 + d[x, ô]

)
, ∀(t, x) ∈ R

+ × En,

(ii) d
[
f(t, x), f(t, y)

]
6 b(t)d[x, y], ∀(t, x), (t, y) ∈ R

+ × En.

Khi ®ã, víi mäi (t0, x0) ∈ R
+ × En, bµi to¸n (1.11) cã nghiÖm duy nhÊt x¸c ®Þnh

trªn [t0,+∞). H¬n n÷a, nghiÖm x(t, t0, x0) liªn tôc theo ®iÒu kiÖn ®Çu (t0, x0).
1.3.2. Bµi to¸n æn ®Þnh cho ph¬ng tr×nh vi ph©n mê

§Þnh nghÜa 1.11. NghiÖm x = ô cña (1.11) ®îc gäi lµ æn ®Þnh mò toµn côc nÕu tån
t¹i α > 0 vµ mét hµm β(t, h) > 0, ®¬n ®iÖu t¨ng theo h > 0, sao cho mäi nghiÖm
x(t) = x(t; t0, x0) cña (1.11) tháa m·n ®iÒu kiÖn

d[x(t), ô] 6 β(t0, d[x0, ô])e
−α(t−t0), t > t0.
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NÕu β = β(h) th× nghiÖm x = ô gäi lµ æn ®Þnh mò toµn côc ®Òu.

1.4. Mét sè bæ ®Ò bæ trî
Bæ ®Ò 1.1. (BÊt ®¼ng thøc Cauchy ma trËn) Gi¶ sö S ∈ R

n×n lµ ma trËn ®èi xøng
x¸c ®Þnh d¬ng. Khi ®ã víi mäi ma trËn Q ∈ R

n×n, x, y ∈ R
n, ta cã

2
〈
Qy, x

〉
−

〈
Sy, y

〉
6

〈
QS−1QTx, x

〉
.

Bæ ®Ò 1.2. Gi¶ sö M ∈ R
n×n lµ ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng. Khi ®ã víi mäi

sè ν > 0 vµ víi mäi hµm kh¶ tÝch w : [0, ν] → R
n, ta cã

[∫ ν

0

w(s)ds

]T

M

[∫ ν

0

w(s)ds

]
6 ν

∫ ν

0

wT(s)Mw(s)ds.

Bæ ®Ò 1.3. (Bæ ®Ò Schur) Gi¶ sö X11 = XT

11, X12, X22 = XT

22 lµ c¸c ma trËn víi
sè chiÒu thÝch hîp. Khi ®ã c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t¬ng ®¬ng

(i)

[
X11 X12

XT

12 −X22

]
< 0

(ii) X22 > 0, X11 +X12X
−1
22 X

T

12 < 0.

Bæ ®Ò 1.4. Gi¶ sö A,E, F,H lµ c¸c ma trËn bÊt k× víi sè chiÒu thÝch hîp vµ F tháa
m·n ®iÒu kiÖn FTF 6 I . Khi ®ã, víi mäi sè d¬ng ε vµ ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh
d¬ng P , ta cã

(i) EFH +HTFTET 6 εEET + ε−1HTH.

(ii) NÕu εI −HPHT > 0 th×

(A+EFH)P (A+EFH)T
6 APAT+εEET+APHT(εI−HPHT)−1HPAT.

(iii) NÕu P − εEET > 0 th×

(A+EFH)TP−1(A+EFE) 6 AT(P − εEET)−1A+ ε−1HTH.

Bæ ®Ò 1.6. (Nguyªn lÝ so s¸nh) Gi¶ sö g ∈ C[R2
+,R] vµ r(t) lµ nghiÖm cùc ®¹i cña

ph¬ng tr×nh vi ph©n
u̇(t) = g(t, u(t)), u(t0) = u0 (1.12)

x¸c ®Þnh trªn [t0,∞). Gi¶ sö m ∈ C[R+,R+] tháa m·n

D+m(t) 6 g(t,m(t)), t > t0.

Khi ®ã, nÕu m(t0) 6 u0 th× m(t) 6 r(t), ∀t > t0.

Bæ ®Ò 1.7. (Integral Inequality) Gi¶ sö g ∈ C[R2
+,R], g(t, .) lµ hµm ®¬n ®iÖu kh«ng

gi¶m vµ r(t) lµ nghiÖm cùc ®¹i cña ph¬ng tr×nh (1.12) x¸c ®Þnh trªn [t0,∞). Gi¶
sö m ∈ C[R+,R+] tháa m·n

m(t) 6 m(t0) +

∫ t

t0

g(s,m(s))ds, t > t0.

Khi ®ã, nÕu m(t0) 6 u0 th× m(t) 6 r(t), ∀t > t0.
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Ch¬ng 2

TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa cña mét sè líp
hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n vµ ®iÒu khiÓn mê

Ch¬ng nµy tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ tÝnh æn ®Þnh cho líp ph¬ng tr×nh vi
ph©n mê d¹ng tæng qu¸t (môc 2.1) vµ tÝnh æn ®Þnh, æn ®Þnh hãa cho líp hÖ mê d¹ng
Takagi-Sugeno cã trÔ biÕn thiªn (môc 2.2) dùa trªn c¸c bµi b¸o [1, 8].

2.1. TÝnh æn ®Þnh nghiÖm cña ph¬ng tr×nh vi ph©n mê

XÐt bµi to¸n Cauchy cho ph¬ng tr×nh vi ph©n mê

ẋ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0, t > 0. (2.1)

Gi¶ thiÕt r»ng, víi mçi (t0, x0) ∈ R
+ × En, bµi to¸n (2.1) cã nghiÖm duy nhÊt x¸c

®Þnh trªn [t0,∞) vµ f(t, ô) = ô.

§Þnh lÝ 2.1. Gi¶ sö tån t¹i ρ > 0 vµ hµm V ∈ LCρ tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:
(i) V (t, ô) = 0, ∃a ∈ K : V (t, x) > a(d[x, ô]), ∀(t, x) ∈ R

+ × S(ρ);

(ii) ∃g ∈ C[R2
+,R] sao cho g(t, 0) = 0 vµ

D+V (t, x) = lim sup
h→0+

1

h

[
V (t+ h, x+ hf(t, x)) − V (t, x)

]
6 g(t, V (t, x));

(iii) NghiÖm u = 0 cña ph¬ng tr×nh vi ph©n thêng

u̇(t) = g(t, u(t)), t0 ∈ R
+, u(t0) = u0 ∈ R

+, (2.2)

lµ æn ®Þnh.
Khi ®ã, nghiÖm x = ô cña ph¬ng tr×nh (2.1) lµ æn ®Þnh. H¬n n÷a, nÕu nghiÖm u = 0
cña (2.2) lµ æn ®Þnh tiÖm cËn th× nghiÖm x = ô cña (2.1) lµ æn ®Þnh tiÖm cËn.

HÖ qu¶ 2.1. Gi¶ sö tån t¹i ρ > 0 vµ hµm V ∈ LCρ tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:
(i) ∃a ∈ K : V (t, x) > a(d[x, ô]), V (t, ô) = 0;

(ii) D+V (t, x) 6 0, ∀(t, x) ∈ R
+ × S(ρ).

Khi ®ã nghiÖm x = ô cña ph¬ng tr×nh (2.1) lµ æn ®Þnh.

§Þnh lÝ 2.2. Gi¶ sö tån t¹i ρ > 0 vµ hµm V ∈ LCρ tháa c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(i) ∃a, b ∈ K : a(d[x, ô]) 6 V (t, x) 6 b(d[x, ô]), (t, x) ∈ R
+ × S(ρ);

(ii) ∃g ∈ C[R2
+,R] : g(t, 0) = 0;D+V (t, x) 6 g(t, V (t, x)), (t, x) ∈ R

+ ×S(ρ).

Khi ®ã, nÕu nghiÖm u = 0 cña ph¬ng tr×nh (2.2) lµ æn ®Þnh ®Òu (æn ®Þnh tiÖm cËn
®Òu) th× nghiÖm x = ô cña ph¬ng tr×nh (2.1) lµ æn ®Þnh ®Òu (æn ®Þnh tiÖm cËn ®Òu).
HÖ qu¶ 2.2. Víi gi¶ thiÕt (i) trong ®Þnh lÝ 2.2 vµ gi¶ sö tån t¹i hµm λ(t) liªn tôc, kh«ng
©m, λ∞ :=

∫ ∞

0
λ(t)dt < ∞, sao cho D+V (t, x) 6 λ(t)d[x, ô], (t, x) ∈ R

+ × S(ρ).
Khi ®ã, nghiÖm x = ô cña (2.1) lµ æn ®Þnh ®Òu.
§Þnh lÝ 2.3. Víi gi¶ thiÕt (i) trong ®Þnh lÝ 2.2 vµ gi¶ sö tån t¹i hµm c(r) liªn tôc
trªn [0, ρ), c(0) = 0, c(r) > 0, ∀r > 0 sao cho D+V (t, x) 6 −c(d[x, ô]), ∀(t, x) ∈
R

+ × S(ρ). Khi ®ã, nghiÖm x = ô cña (2.1) æn ®Þnh tiÖm cËn ®Òu.
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§Þnh lÝ 2.4. Gi¶ sö tån t¹i ρ > 0 sao cho hµm f(t, x) bÞ chÆn trªn R
+ × S(ρ) vµ

tån t¹i hµm V ∈ LCρ tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn
(i) a([x, ô]) 6 V (t, x) 6 b(t, d[x, ô]), (t, x) ∈ R

+ × S(ρ), a ∈ K, b(t, .) ∈ K;

(ii) ∃g ∈ C[R2
+,R], V ∗ ∈ C[R+ × S(ρ),R+] sao cho g(t, 0) = 0, g(t, .) lµ hµm

®¬n ®iÖu kh«ng gi¶m, V ∗(t, x) > c(d[x, ô]), c ∈ K vµ
D+V (t, x) + V ∗(t, x) 6 g(t, V (t, x)), (t, x) ∈ R

+ × S(ρ);

(iii) NghiÖm u = 0 cña (2.2) æn ®Þnh.
Khi ®ã nghiÖm x = ô cña (2.1) æn ®Þnh tiÖm cËn.
§Þnh lÝ 2.5. Gi¶ sö tån t¹i hµm V ∈ C(R+ × En,R+) Lipschitz ®Þa ph¬ng tháa
m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) λ1

(
d[x, ô]

)p

6 V (t, x) 6 λ2

(
d[x, ô]

)q

;

(ii) D+V (t, x) 6 −λ3

(
d[x, ô]

)q

+ λ4e
−γt, ë ®ã λi, i = 1, 2, 3, 4, p, q, γ lµ c¸c sè

d¬ng.

Khi ®ã, nÕu γ >
λ3

λ2
th× nghiÖm x = ô cña ph¬ng tr×nh (2.1) lµ æn ®Þnh mò toµn

côc ®Òu.

2.2. TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cña mét líp hÖ mê d¹ng Takagi-Sugeno
cã trÔ biÕn thiªn

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n ®iÒu khiÓn mê d¹ng Takagi-Sugeno cã trÔ biÕn thiªn

LuËt Ri : NÕu ξ1 lµ Mi1 vµ . . . vµ NÕu ξp lµ Mip Th×

ẋ(t) = Aix(t) +Dix(t− d(t)) +Biu(t), t ∈ R
+,

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0]. (2.7)

Ph¬ng tr×nh gi¶i mê cña hÖ (2.7) ®îc cho bëi

ẋ(t) =
r∑

i=1

λi(ξ(t))
(
Aix(t) +Dix(t− d(t)) +Biu(t)

)
, t > 0. (2.8)

§Ó ®¬n gi¶n, ta viÕt λi(t) thay cho λi(ξ(t)) trong phÇn tiÕp theo. HÖ më cña (2.8)
(open system) ®îc cho bëi hÖ

ẋ(t) =
r∑

i=1

λi(t)
(
Aix(t) +Dix(t− d(t))

)
, t ∈ R

+. (2.9)

Cho sè α > 0. Víi P,Q lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng, ®Æt

Mi(P,Q) =

[
AT

i P + PAi +Q PDi

DT

i P −(1 − µ)e−2αhQ

]
, N (P ) =

[
P 0
0 0

]
.

§Þnh lÝ 2.6. Cho sè α > 0. HÖ (2.9) lµ α-æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i c¸c ma trËn ®èi
xøng x¸c ®Þnh d¬ng P,Q tháa m·n c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh sau:

Mi(P,Q) + 2αN (P ) 6 0, i = 1, 2, . . . , r. (H1)
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H¬n n÷a, mäi nghiÖm x(t, φ) cña (2.9) ®Òu tháa m·n ®¸nh gi¸ mò

‖x(t, φ)‖ ≤
√
α2

α1
‖φ‖e−αt, t > 0,

trong ®ã α1 = λmin(P ), α2 = λmax(P ) + hλmax(Q).

XÐt hÖ mê T-S ®a trÔ (multiple delays)

ẋ(t) =
r∑

i=1

λi(t)
[
Aix(t) +

m∑

k=1

Dkix(t− dk(t))
]
, t ∈ R

+, (2.12)

víi dk(t) lµ c¸c hµm trÔ, 0 6 dk(t) 6 hk, ḋk(t) 6 µk < 1 vµ h = maxk=1,...,m hk.

Cho sè α > 0. Víi P,Q1, . . . , Qm lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng, ®Æt

Xi = AT

i P + PAi +

m∑

k=1

Qk, Zi =
[
PD1i PD2i . . . PDmi

]
,

S = diag
(
(1 − µ1)e−2αh1Q1, . . . , (1 − µm)e−2αhmQm

)
,

Mi(P,Q1, . . . , Qm) =

[
Xi Zi

ZT

i −S

]
, Ñ (P ) =

[
P 0
0 0

]
.

§Þnh lÝ 2.7. Cho sè α > 0. HÖ (2.12) lµ α-æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i c¸c ma trËn ®èi
xøng x¸c ®Þnh d¬ng P , Q1, . . . , Qm tháa m·n c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn sau:

Mi(P,Q1, . . . , Qm) + 2αÑ (P ) 6 0, i = 1, 2, . . . , r. (H2)

H¬n n÷a, mäi nghiÖm x(t, φ) cña (2.12) ®Òu tháa m·n ®¸nh gi¸ mò

‖x(t, φ)‖ 6

√
α̃2

α̃1
‖φ‖e−αt, t > 0,

trong ®ã α̃1 = λmin(P ), α̃2 = λmax(P ) +
∑m

k=1 hkλmax(Qk).

VÝ dô 2.3. XÐt hÖ mê T-S (2.9) víi r = 2, hµm trÔ d(t) = h sin2 ωt, c¸c hµm liªn
thuéc vµ c¸c ma trËn tr¹ng th¸i cña luËt R1 vµ R2 ®îc cho bëi

λ1(x(t)) =
1

1 + exp(−2x1(t))
, λ2(x(t)) = 1 − λ1(x(t)) vµ

A1 =

[
−4 0
1 −4

]
, A2 =

[
−5 0.1
0 −3

]
, D1 =

[
0.1 0
1 0.1

]
, D2 =

[
0.5 0
0.1 −1

]
.

Víi α = 0.5, b¶ng díi ®©y cho ®é trÔ h víi mét sè gi¸ trÞ cña µ = hω.

µ 0 0.1 0.3 0.5 0.7
h 1.836 1.738 1.478 1.143 0.633

B¶ng 2.1. §é trÔ h øng víi mét sè gi¸ trÞ cña µ

Khi µ = 0 (h = 1.836), hÖ lµ æn ®Þnh mò víi α = 0.5 vµ khi ®ã b»ng c¸c tÝnh to¸n
theo ®Þnh lÝ 2.6, nghiÖm bÊt k× cña hÖ tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6 3.66‖φ‖e−0.5t, t > 0.
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TiÕp theo, chóng t«i xÐt bµi to¸n æn ®Þnh hãa ®èi víi hÖ 2.8. Hµm ®iÒu khiÓn
ngîc dùa trªn c¸c luËt ®îc biÓu diÔn d¹ng u(t) =

∑r
i=1 λi(t)Kix(t). Khi ®ã, hÖ

®ãng cña hÖ 2.8 ®îc cho bëi

ẋ(t) =

r∑

i=1

r∑

j=1

[(
Ai +BiKj

)
x(t) +Dix(t− d(t))

]
, t > 0. (2.14)

Cho α > 0. Víi P,Q lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng vµ Yj lµ c¸c ma
trËn thùc, kÝ hiÖu

Ωij = AiP + PAT

i +Q+BiYj + Y T

j B
T

i ,

Mij =

[
Ωij DiP

PDT

i −(1 − µ)e−2αhQ

]
, i, j = 1, 2, . . . , r.

§Þnh lÝ 2.8. Cho α > 0. HÖ (2.8) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò nÕu tån t¹i c¸c
ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P,Q vµ c¸c ma trËn Y1, Y2, . . . , Yr tháa m·n c¸c
bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh sau:

(i) Mii + 2αN (P ) 6 0, i = 1, 2, . . . , r,

(ii)
Mij + Mji

2
+ 2αN (P ) 6 0, i, j = 1, 2, . . . , r, i < j.

(H3)

C¸c ma trËn ®¹t ®îc, Kj , ®îc cho bëi Kj = YjP
−1, j = 1, . . . , r. H¬n n÷a,

nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ ®ãng (2.14) tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6

√
β2

β1
‖φ‖e−αt, t > 0,

trong ®ã, β1 =
1

λmax(P )
, β2 =

1

λmin(P )
+

hλmax(Q)
[
λmin(P )

]2 .

VÝ dô 2.4. XÐt hÖ (2.8) víi r = 2, h = 0.5, λ1(x(t)) = sin2(x2(t)), λ2(x(t)) =
cos2(x2(t))

A1 =

[
−4 0
4 1

]
, A2 =

[
1 3
0 −5

]
, D1 =

[
−1 0.1
0 −5

]
,

D2 =

[
−1 0
0.2 −1

]
, B1 = B2 =

[
0
1

]
.

Víi α = 1.5, c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lÝ 2.8 tháa víi Y1 = Y2 =
[
0 −10

]
vµ

P =

[
0.0204 −0.0444
−0.0444 0.1479

]
, Q =

[
0.0607 0.0415
0.0415 7.8736

]
.

Theo ®Þnh lÝ 2.8, hÖ ®· cho lµ 1.5-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò. C¸c ma trËn ®¹t
®îc K1, K2 ®îc cho bëi K1 = K2 =

[
−421.3326 −194.1061

]
vµ nghiÖm bÊt k×

cña hÖ ®ãng t¬ng øng tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6 122.9‖φ‖e−1.5t, t > 0.
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Ch¬ng 3

TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸ mò cña c¸c
hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cã trÔ

Ch¬ng nµy tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸ mò cña mét
sè líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n vµ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh cã trÔ dùa trªn bµi b¸o [2,
3, 4, 7].

3.1. Tiªu chuÈn æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸ mò cña c¸c hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c
ch¾n cã trÔ biÕn thiªn

XÐt líp hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ biÕn thiªn d¹ng

ẋ(t) = [A0 + ∆A0(t)]x(t) + [A1 + ∆A1(t)]x(t− d(t)), t > 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], (3.1)

ë ®ã ∆A0(t) = E0F0(t)H0,∆A1(t) = E1F1(t)H1 lµ c¸c ®¹i lîng kh«ng ch¾c
ch¾n, tháa m·n FT

0 (t)F0(t) 6 I, FT

1 (t)F1(t) 6 I ; hµm trÔ d(t) tháa m·n ®iÒu kiÖn
0 6 d(t) 6 h, ḋ(t) 6 µ < 1, ∀t > 0.

§Þnh lÝ 3.1. Cho α > 0. HÖ (3.1) lµ α-æn ®Þnh mò bÒn v÷ng nÕu tån t¹i c¸c ma trËn
®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P, P1, P2, Q,R vµ c¸c sè d¬ng α0, α1, ε1, ε2, ρ1, ρ2 tháa
c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh sau


X Y Z

Y T −J1 0
ZT 0 −J2



 + 2α




P 0 0
0 0 0
0 0 0



 < 0 (H4)



Q PAT

0 PHT

0

A0P P1 − ρ1E0E
T

0 0
H0P 0 ρ1I


 > 0, (H5)




R PAT

1 PHT

1

A1P P2 − ρ2E1E
T

1 0
H1P 0 ρ2I


 > 0, (H6)

trong ®ã
X = (A0 +A1)P + P (A0 +A1)

T + α0E0E
T

0 + α1E1E
T

1

+he2αh
[
A1(P1 + P2)A

T

1 + (ε1 + ε2)E1E
T

1

]
+ hQ+ τhe2αhR,

Y =
[
PHT

0 PHT

1

]
, Z = h

[
A1P1H

T

1 A1P2H
T

1

]
,

J1 = diag
(
α0I, α1I

)
, J2 = he−2αhdiag

(
ε1I −H1P1H

T

1 , ε2I −H1P2H
T

1

)
.

H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6

√
Λ2

Λ1
‖φ‖e−αt, ∀t > 0,

víi τ = (1 − µ)−1, Λ1 = [λmax(P )]−1,

Λ2 = [λmin(P )]−1 +
1

2
h2(λmax(Q) + 3τe2αhλmax(R))[λmin(P )]−2.
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NhËn xÐt 3.1. Cho ∆A0(t) = 0, ∆A1(t) = 0, chóng t«i nhËn ®îc c¸c ®iÒu kiÖn
æn ®Þnh mò cho líp hÖ tuyÕn tÝnh cã trÔ ®îc nghiªn cøu trong Liu (2003), Mondie
vµ Kharitonov (2005), Kwon vµ Park (2006). Tuy nhiªn, b»ng kÜ thuËt biÕn ®æi m«
h×nh dùa trªn c«ng thøc Newton-Leibniz vµ viÖc x©y dùng hµm Lyapunov-Krasovskii
míi, c¸c ®iÒu kiÖn cña chóng t«i cã u ®iÓm h¬n, ®· ®a ®îc c¸c sè h¹ng trÔ vµo
®¸nh gi¸ tÝnh chÊt æn ®Þnh nghiÖm cña hÖ. Chóng t«i minh häa tÝnh u viÖt cña c¸c
®iÒu kiÖn trong ®Þnh lÝ 3.1 th«ng qua mét sè vÝ dô trong c¸c bµi b¸o cña Liu (2003),
Kharitonov (2005), Kwon (2006).

VÝ dô 3.1. XÐt hÖ (3.1) víi d(t) = 0.2 cos2(2.5t),

A0 =




−4 1 0
0 −4 1
−1 0 1



 , A1 =




−2 −1 0
1 0 −1
0 1 −6



 ,

E0 = E1 = I, H0 = H1 = 0.2I.

Víi vÝ dô nµy, tiªu chuÈn æn ®Þnh mò cña Liu (2003), Kharitonov (2005) kh«ng
¸p dông ®îc. H¬n n÷a, dÔ thÊy r»ng ma trËn A0 lµ ma trËn kh«ng æn ®Þnh. ¸p
dông ®Þnh lÝ 3.1, hÖ lµ æn ®Þnh mò víi α = 1 vµ nghiÖm bÊt k× cña hÖ tháa m·n ®¸nh
gi¸ ‖x(t, φ)‖ ≤ 2.3‖φ‖e−t, t ∈ R

+.

VÝ dô 3.2. XÐt hÖ tuyÕn tÝnh víi trÔ h»ng sè (Liu 2003, Kwon vµ Park 2006)

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h) (3.10)

ë ®ã, A0 =

[
−3 −2
1 0

]
, A1 =

[
−0.5 0.1
0.3 0

]
.

¸p dông ®Þnh lÝ 3.1, so s¸nh ®é trÔ h vµ tèc ®é mò α ®îc cho bëi c¸c b¶ng sau:

α 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9
§Þnh lÝ 3.1 16.2 8.2 6.125 4.1 3.5
Park (2006) 5.525 2.649 1.765 1.345 1.191

Kharitonov (2005) 5.402 2.325 1.255 0.6001 0.2522
Liu (2003) 0.758 0.2809 0.1234 0.0482 0.0263

B¶ng 3.1. So s¸nh ®é trÔ h víi mét sè tèc ®é mò α

h 0.8 1.2 1.6 2.0
Kharitonov (2005) 0.7344 0.6145 0.5202 0.4481

Liu (2003) 0.9367 0.3400 0.0752 0.0102
Xu (2006) 0.9366 0.8991 0.6990 0.5494
§Þnh lÝ 3.1 0.98023 0.98017 0.98003 0.97968

B¶ng 3.2. So s¸nh tèc ®é mò α víi mét sè ®é trÔ h

Më réng ®Þnh lÝ 3.1 cho hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n ®a trÔ

ẋ(t) = [A0 + ∆A0(t)]x(t) +

m∑

k=1

[Ak + ∆Ak(t)]x(t− dk(t)), (3.11)
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§Þnh lÝ 3.2. Cho sè α > 0. HÖ (3.11) lµ α-æn ®Þnh mò bÒn v÷ng nÕu tån t¹i c¸c ma
trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P, Pij , Qij vµ c¸c sè d¬ng εi, αj , ρij , i = 1, 2, . . . ,m,
j = 0, 1, . . . ,m tháa c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh sau


X Y Z

Y T −J1 0
ZT 0 −J2



 + 2α




P 0 0
0 0 0
0 0 0



 < 0, (H7)




Qij PAT

j PHT

j

AjP Pij − ρijEjE
T

j 0
HjP 0 ρijI



 > 0, (H8)

ë ®ã, Si =
m∑

j=0

Pij , X =
m∑

i=0

AiP + P

m∑

i=0

AT

i +
m∑

i=0

αiEiE
T

i

+
m∑

i=1

hie
2αhi

[
εiEiE

T

i +AiSiA
T

i

]
+

m∑

i=1

hi

m∑

j=0

τje
2αhjQij ,

Y = [PHT

0 PHT

1 . . . PHT

m], Z = [h1A1S1H
T

1 h2A2S2H
T

2 . . . hmAmSmH
T

m],

J1 = diag
(
α0I, α1I, . . . , αmI

)
,

J2 = diag
(
h1e

−2αh1 (ε1I −H1S1H
T

1 ), . . . , hme
−2αhm(εmI −HmSmH

T

m)
)
.

H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña (3.11) tháa m·n ®¸nh gi¸

‖x(t, φ)‖ ≤
√

Λ3

Λ1
‖φ‖e−αt, t > 0,

ë ®ã, τi = (1 − µi)
−1, Λ1 = [λmax(P )]−1,

Λ3 = [λmin(P )]−1+
{∑m

i=1

∑m

j=0 τje
2αhjλmax(Qij)(hjhi + 1

2h
2
j )

}
[λmin(P )]−2.

TiÕp theo, chóng t«i xÐt bµi to¸n æn ®Þnh hãa cho líp hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh
kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ biÕn thiªn sau

ẋ(t) = [A0 + ∆A0(t)]x(t) + [A1 + ∆A1(t)]x(t− d(t)) + [B + ∆B(t)]u(t). (3.12)

§Þnh lÝ 3.3. Cho sè α > 0. HÖ (3.12) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò bÒn v÷ng nÕu
tån t¹i ma trËn kh¸c kh«ng S, c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P, P1, P2, Q,R

vµ c¸c sè d¬ng α0, α1, α2, ε1, ε2, ρ1, ρ2 tháa m·n c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn sau

X̃ Ỹ Z

Ỹ T −J̃1 0
ZT 0 −J2


 + 2α



P 0 0
0 0 0
0 0 0


 < 0, (H9




Q PAT

0 + STBT PHT

0 STHT

2

A0P +BS P1 − ρ1

(
E0E

T

0 +E2E
T

2

)
0 0

H0P 0 ρ1I 0
H2S 0 0 ρ1I


 > 0, (H10)
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R PAT

1 PHT

1

A1P P2 − ρ2E1E
T

1 0
H1P 0 ρ2I


 > 0, (H11)

ë ®ã, X̃ = (A0 +A1)P + P (A0 +A1)
T + BS + STBT + α0E0E

T

0 + α1E1E
T

1

+α2E2E
T

2 +he2αh
[
A1(P1 +P2)A

T

1 +(ε1 + ε2)E1E
T

1

]
+hQ+ τhe2αhR,

Ỹ =
[
PHT

0 PHT

1 STHT

2

]
; Z = h

[
A1P1H

T

1 A1P2H
T

1

]
,

J̃1 = diag
(
α0I, α1I, α2I

)
; J2 = he−2αhdiag

(
ε1I−H1P1H

T

1 , ε2I−H1P2H
T

1

)
.

Hµm ®iÒu khiÓn ngîc ®îc cho bëi u(t) = SP−1x(t), t ∈ R
+. H¬n n÷a, nghiÖm

bÊt k× cña hÖ ®ãng cña (3.12) tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6

√
Λ2

Λ1
‖φ‖e−αt, t ∈ R

+.

VÝ dô 3.3. XÐt hÖ ®iÒu khiÓn (3.12) víi hµm trÔ d(t) = 0.2 sin2(4.5t) vµ c¸c ma
trËn

A0 =

[
−4 5
3 4

]
, A1 =

[
−1 0
1 2

]
, B =

[
3
2

]
, E0 = E1 = E2 =

[
1 0
0 1

]
,

H0 = H1 =

[
0.2 0
0 0.2

]
, H2 =

[
0.2
0

]
.

Theo ®Þnh lÝ 3.3, hÖ ®· cho lµ 0.5-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò víi hµm ®iÒu khiÓn
u(t) =

[
−15.6193 −53.7814

]
x(t) vµ nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ ®ãng tháa m·n

®¸nh gi¸
‖x(t, φ)‖ 6 211‖φ‖e−0.5t, t ∈ R

+.

3.2. Tiªu chuÈn æn ®Þnh mò cña hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng dõng cã trÔ biÕn thiªn:
C¸ch tiÕp cËn b»ng ®Þnh lÝ Razumikhin

XÐt líp hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng dõng víi trÔ biÕn thiªn d¹ng

ẋ(t) = A(t)x(t) +A1(t)x(t− h(t)), t > 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], (3.15)

ë ®ã A(t), A1(t) ∈ R
n×n lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc vµ bÞ chÆn trªn [0,+∞); hµm

trÔ h(t) lµ hµm liªn tôc vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn 0 6 h(t) 6 h, t > 0.

Cho c¸c sè d¬ng λ, β, ε. Víi P ∈ BM+[0,+∞), kÝ hiÖu

Pβ(t) = P (t) + βI, p = sup
t∈R+

‖P (t)‖, a = sup
t>0

‖A(t)AT(t)‖,

a1 = sup
t>0

‖A1(t)A
T

1 (t)‖, µ(A) = sup
t>0

µ(A(t)), A(t) = A(t) +A1(t),

A(t) = A(t) + 2hβA1(t)A
T

1 (t) + 2hλ−1I, γ = 2βµ(A) + 2hβ2a1 + 2hλ−1 + ε.

§Þnh lÝ 3.4. HÖ (3.15) lµ æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i c¸c sè d¬ng β, λ, ε sao cho
λ−1β > max{a, a1}, vµ tån t¹i mét hµm ma trËn P ∈ BM+[0,+∞) tháa m·n
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ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati sau

Ṗ (t) + A
T(t)P (t) + P (t)A(t) + 2hP (t)A1(t)A

T

1 (t)P (t) + γI = 0. (3.16)

H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ tháa m·n ®¸nh gi¸ mò

‖x(t, φ)‖ 6

√
p+ β

β
‖φ‖e−αt, t > 0, ë ®ã, α =

ε

2(p+ β)
.

NhËn xÐt 3.2. Tõ chøng minh cña ®Þnh lÝ 3.4 ta thÊy, ®iÒu kiÖn RDE (3.16) cã thÓ
thay bëi ®iÒu kiÖn \láng" h¬n: Tån t¹i P ∈ BM+[0,+∞) tháa m·n bÊt ®¼ng thøc
ma trËn

Ṗ (t) + A
T(t)P (t) + P (t)A(t) + 2hP (t)A1(t)A

T

1 (t)P (t) + γI 6 0.

XÐt líp hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n víi trÔ biÕn thiªn

ẋ(t) = [A+H∆(t)E]x(t) + [A1 +H∆1(t)E1]x(t− h(t)), t > 0. (3.20)

HÖ qu¶ 3.1. HÖ (3.20) æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng X
vµ c¸c sè d¬ng β, λ, εi, i = 1, 2, 3, 4 sao cho λ−1β > max{a, a1}, ε4I−E1E

T

1 > 0
vµ tháa m·n bÊt ®¼ng thøc ma trËn sau




Ω γX XET XET

1 2
√
hA1E

T

1

γX −γI 0 0 0
EX 0 −ε2I 0 0
E1X 0 0 −ε3I 0

2
√
hE1A

T

1 0 0 0 −
(
ε4I −E1E

T

1

)



< 0, (H12)

ë ®ã, A = A+A1; γ = 2βµ(A) + 4hβ2a1 + 2hλ−1 + ε1;

Ω = X
(
A+2hλ−1I

)T

+
(
A+2hλ−1I

)
X+

(
ε2 +ε3 +4hε4

)
HHT +4hA1A

T

1 .

H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ (3.20) tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6 N‖φ‖e−σt, t > 0,

víi N =

√
λ−1

min(X) + β

β
, σ =

ε1

2
(
λ−1

min(X) + β
) .

VÝ dô 3.4. XÐt hÖ (3.20) víi h(t) = 0.03 sin t nÕu t ∈ I =
⋃

k≥0[2kπ, (2k + 1)π],

h(t) = 0 nÕu t ∈ R
+ \ I vµ

A =

[
1 −1
0 1

]
, A1 =

[
−4 1
0 −3

]
, H = I, E = 0.2I, E1 = 0.

Víi λ = 0.25, β = 4, ε1 = 0.1, ε2 = ε3 = 0.5, ε4 = 1.04, c¸c ®iÒu kiÖn trong

hÖ qu¶ 3.1 ®Òu ®îc tháa m·n vµ X =

[
0.8355 −0.0977
−0.0977 0.9549

]
. Do ®ã, hÖ (3.20) æn

®Þnh mò vµ nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6 1.149‖φ‖e−0.0095t, t > 0.
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3.3. Tiªu chuÈn æn ®Þnh hãa mò cña c¸c hÖ tuyÕn tÝnh kh«ng dõng cã trÔ trªn
®iÒu khiÓn

XÐt líp hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng dõng cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +B1(t)u(t− h) t ∈ R
+,

x(0) = x0, u(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], (3.21)

ë ®ã, A ∈ R
n×n, B,B1 ∈ R

n×m lµ c¸c hµm ma trËn liªn tôc, bÞ chÆn trªn [0,+∞).

KÝ hiÖu ®iÒu kiÖn ®Çu cña hÖ (3.21) bëi ψ = (x0, φ) vµ ‖ψ‖ =
(
‖x0‖2 + ‖φ‖2

) 1
2 .

Cho sè α > 0. Liªn kÕt víi hÖ (3.21), xÐt ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati (RDE)

Ṗ (t) + AT(t)P (t) + P (t)A(t) − P (t)R(t)P (t) + 2αP (t) +Q = 0, (3.22)

ë ®ã, R(t) =
1

2
B(t)BT(t) − 2b21

[
I + h2e2αhA(t)AT(t)

]
, b1 = supt∈R+ ‖B1(t)‖.

§Þnh lÝ 3.5. Cho sè α > 0. HÖ (3.21) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò nÕu tån t¹i
P ∈ BM+[0,∞), Q ∈ M+ tháa m·n RDE (3.22). Khi ®ã, hµm ®iÒu khiÓn ngîc
æn ®Þnh hãa hÖ ®îc cho bëi

u(t) = −1

2
BT(t)P (t)

[
x(t) +

∫ t

t−h

B1(θ + h)u(θ)dθ
]
, t > 0;

u(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0].
øng dông cho bµi to¸n æn ®Þnh hãa bÒn v÷ng cña líp hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh

kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn

ẋ(t) = [A+ ∆A(t)]x(t) + [B + ∆B(t)]u(t) + [B1 + ∆B1(t)]u(t− h). (3.26)

HÖ qu¶ 3.2. Cho sè α > 0. HÖ (3.26) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò bÒn v÷ng
nÕu tån t¹i ma trËn Y , c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P,Q vµ c¸c sè d¬ng
ρ, εi, i = 1, 2, 3, sao cho ρI −E1QE

T

1 > 0 vµ tháa m·n bÊt ®¼ng thøc ma trËn sau


Ω hAQ hAQET

1 Ψ
hQAT −e−2αhQ 0 0
hE1QA

T 0 −e−2αh(ρI −E1QE
T

1 ) 0
ΨT 0 0 −J


 < 0, (H13)

ë ®ã,

Ω = AP+PAT+2αP+(B+B1)Y+Y T(B+B1)T +ε1D1D
T

1 +ε2D2D
T

2 +ε3D3D
T

3 ,

Ψ = [Y TBT

1 heαhD1 PET

1 Y TET

2 Y TET

3 ], J = diag
(
Q, ρI, ε1I, ε2I, ε3I

)
.

Hµm ®iÒu khiÓn ngîc æn ®Þnh hãa hÖ ®îc cho bëi

u(t) = Y P−1
[
x(t) +

∫ t

t−h

B1u(s)ds
]
.

XÐt hÖ ®iÒu khiÓn cã trÔ (Arstein 1982, Moon 2001, Yue 2004)

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +B1u(t− h), t ∈ R
+. (3.29)
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HÖ qu¶ 3.3. Cho sè α > 0. HÖ (3.29) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò nÕu tån t¹i
ma rËn Y vµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P,Q tháa m·n bÊt ®¼ng thøc




Ω hAQ Y TBT

1

hQAT −e−2αhQ 0
B1Y 0 −Q


 < 0, (H14)

ë ®ã, Ω = AP+PAT+2αP+(B+B1)Y +Y T(B+B1)
T. Hµm ®iÒu khiÓn ngîc æn

®Þnh hãa hÖ ®îc cho bëi c«ng thøc u(t) = Y P−1

[
x(t) +

∫ t

t−h

B1u(s)ds

]
, t ∈ R

+.

VÝ dô 3.5. XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh kh«ng dõng cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn sau

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +B1(t)u(t− 1), t ∈ R
+, (3.30)

víi,

A(t) =

[
a0(t) 1
−1 a1

]
; B(t) =

[
b0(t) 0

0 4

]
; B1(t) = e−t

[
1 0
0 1

]
;

a0(t) = − 2

1 + e−2t
; a1 =

√
1 + 4e2 − 1

2e2
; b0(t) = 2

√
1 +

4e2

(1 + e−2t)2
.

C¸c ®iÒu kiÖn æn ®Þnh hãa cña Chen (2006), Zhang (2007) kh«ng ¸p dông ®îc
cho líp c¸c hÖ kh«ng dõng nµy bëi v× c¸c ®iÒu kiÖn cña hä dÉn ®Õn viÖc gi¶i mét hÖ
v« h¹n c¸c LMIs d¹ng Ψ[A(t), B(t), B1(t), P,Q,R] < 0, ∀t > 0. Cho ®Õn nay vÉn
cha cã mét tiªu chuÈn h÷u hiÖu nµo gi¶i c¸c LMIs kh«ng dõng.

Ta cã, h = 1 vµ b1 = 1. Cho α = 1, khi ®ã P (t) =

[
1 + e−2t 0

0 1

]
∈

BM+[0,∞), Q =

[
2 0
0 2

]
∈ M+ tháa m·n RDE (3.22). Theo ®Þnh lÝ 3.5, hÖ

(3.30) æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò víi tèc ®é mò α = 1. Hµm ®iÒu khiÓn ngîc cho
bëi

u(t) = −
[
b0(t)(1 + e−2t) 0

0 2

]
z(t), t > 0.

Ta cã p = 2, λmin(Q) = 2, µ(A) = a1, b = 2
√

1 + 4e2, a2 = 4, λ0 = 0.0579,
λ1 = 4.3996, λ2 = 97.3941 vµ N = 176.0696. Theo ®Þnh lÝ 3.5, nghiÖm bÊt k×
x(t, ψ) cña hÖ ®ãng tháa m·n ‖x(t, ψ)‖ 6 176.1‖ψ‖e−t, t > 0.

VÝ dô 3.6. XÐt hÖ ®iÒu khiÓn cã trÔ (Chen 2006, Moon 2001, Yue vµ Han 2005)

ẋ(t) = (A+ γI)x(t) +B1u(t− 0.4), (3.31)

víi A =

[
0 0
1 −5

]
; B1 =

[
1
0

]
.

Cho γ = 2 vµ α = 0.5, hÖ (3.31) lµ 0.5-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò. Hµm ®iÒu
khiÓn ngîc æn ®Þnh hãa hÖ lµ u(t) =

[
−339.6500 −0.0402

]
z(t), t > 0.

Víi vÝ dô nµy, gi¸ trÞ lín nhÊt γmax cña Chen (2006) lµ γmax = 1.412; Yue vµ
Han (2005) lµ γmax = 0.5998 vµ hÖ qu¶ 3.2 lµ γmax = 2.4998.
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VÝ dô 3.7. XÐt hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn (Chen 2006, Moon
2001, Yue 2004, Yue vµ Han 2005):

ẋ(t) = (A+ ∆A)x(t) +B1u(t− 0.2), (3.32)

víi A =

[
0 1

−1.25 −3

]
; ∆A =

[
0 0
q 0

]
, |q| 6 γ, B1 =

[
0
1

]
.

B¶ng díi ®©y cho gi¸ trÞ γmax hÖ (3.32) æn ®Þnh hãa ®îc

Ph¬ng ph¸p N¨m Gi¸ trÞ γmax

D. Yue 2004 3.0323
Yue vµ Han 2005 9.8615

Chen vµ Zheng 2006 10.8485
Moon 2001 11.6895

HÖ qu¶ 3.2 2009 35.3187

3.4. Tiªu chuÈn æn ®Þnh hãa mò cña hÖ tuyÕn tÝnh ®a diÖn cã trÔ hçn hîp trªn
c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn

XÐt líp hÖ tuyÕn tÝnh ®a diÖn cã trÔ hçn hîp trªn tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn d¹ng

ẋ(t) = A0x(t)+A1x(t−τ)+A2

∫ t

t−τ

x(s)ds+B0u(t)+B1u(t−r)+B2

∫ t

t−r

u(s)ds,

(3.33)
ë ®ã, c¸c ma trËn Ak, Bk, k = 0, 1, 2, lµ c¸c ma trËn cha biÕt nhng thuéc tæ hîp
låi

Ω =

{
[
Ak(ξ), Bk(ξ)

]
=

p∑

i=1

ξi[Aki, Bki], k = 0, 1, 2, ξi ≥ 0,

p∑

i=1

ξi = 1

}
,

trong ®ã Akj, Bkj lµ c¸c ma trËn cho tríc.
Cho sè α > 0. Víi Pi, Qi, Ri ∈ R

n×n lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng,
S ∈ R

n×n lµ ma trËn ®èi xøng nöa x¸c ®Þnh d¬ng vµ Yi ∈ R
m×n, i = 1, 2, . . . , p,

lµ c¸c ma trËn bÊt k×, ®Æt

P =

p∑

i=1

ξiPi, Q =

p∑

i=1

ξiQi, R =

p∑

i=1

ξiRi, Y =

p∑

i=1

ξiYi,

Gij = B0iYj + Y T

j B
T

0i + e2αr
(
B1iB

T

1j + rB2iB
T

2j

)
,

Γij = A0iPj + PjA
T

0i +Gij +Qj + τRj , Hij =
[
A1iPj A2iPj Y T

j

]
,

Dj = diag
(
e−2ατQj,

1

τ
e−2ατRj, µIm

)
, µ = (1 + r)−1,

Mi(Pj, Qj, Rj , Yj) =




Γij Hij

HT

ij −Dj



 , S =

[
S 0
0 0

]
, N (Pj) =

[
Pj 0
0 0

]
,

λmin(P ) = min
i=1,2,...,p

{λmin(Pi)}, λmax(P ) = max
i=1,2,...,p

{λmax(Pi)},
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λmax(Q) = max
i=1,2,...,p

{λmax(Qi)}, λmax(R) = max
i=1,2,...,p

{λmax(Ri)},

λmax(Y
TY ) = max

i=1,2,...,p
{λmax(Y

T

i Yi)}, α1 =
1

λmax(P )
,

α2 =
1

λmin(P )
+
τλmax(Q) + 1

2τ
2λmax(R) +

(
1 + 1

2r
2
)
λmax(Y

TY )

[λmin(P )]2
.

§Þnh lÝ 3.6. Cho sè α > 0. HÖ (3.33) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò bÒn v÷ng nÕu
tån t¹i c¸c ma trËn Yi, i = 1, 2, . . . , p; tån t¹i ma trËn ®èi xøng nöa x¸c ®Þnh d¬ng
S vµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng Pi, Qi, Ri, i = 1, 2, . . . , p, tháa m·n c¸c
bÊt ®¼ng thøc ma trËn sau

(i) Mi(Pi, Qi, Ri, Yi) + 2αN (Pi) < −S, i = 1, 2, . . . , p, (H15)

(ii) Mi(Pj, Qj, Rj , Yj) + Mj(Pi, Qi, Ri, Yi) + 2αN (Pi + Pj) <
2

p− 1
S,(H16)

i = 1, . . . , p− 1, j = i+ 1, . . . , p.

H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ ®ãng t¬ng øng tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6

√
α2

α1
‖φ‖e−αt, t > 0.

VÝ dô 3.8. XÐt hÖ ®iÒu khiÓn ®a diÖn cã trÔ hçn hîp trªn tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn
(3.33) víi p = 3, τ = 1, r = 1 vµ

A01 =

[
−10 1
0 −10

]
, A02 =

[
−9 2
0 −15

]
, A03 =

[
−8 1
0 −12

]
, A11 =

[
−2 1
0 1

]
,

A12 =

[
1 −1
0 −4

]
, A13 =

[
2 0
0 −1

]
, A21 =

[
1 0
1 1

]
, A22 =

[
1 1
0 −4

]
,

A23 =

[
0 1
1 0

]
, B01 =

[
1
0

]
, B02 =

[
2
0

]
, B03 =

[
3
0

]
, B11 =

[
0
1

]
, B12 =

[
0
3

]
,

B13 =

[
0
2

]
, B21 =

[
1
1

]
, B22 =

[
2
1

]
, B23 =

[
1
3

]
.

Theo tiªu chuÈn h¹ng Kalman, c¸c cÆp (A0i, B0i) vµ (A0i +A1i, B0i) kh«ng ®iÒu
khiÓn ®îc. Tuy nhiªn, víi α = 0.5, c¸c ®iÒu kiÖn (H15), (H16) ®îc nghiÖm ®óng
vµ do ®ã hÖ lµ 0.5-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò. Hµm ®iÒu khiÓn ngîc æn ®Þnh hãa
hÖ ®îc cho bëi c«ng thøc

u(t) = Y P−1x(t) = (ξ1Y1 + ξ2Y2 + ξ3Y3) × (ξ1P1 + ξ2P2 + ξ3P3)
−1x(t)

=
1

p1p3 − p2
2

[
z1p3 − z2p2 z2p1 − z1p2

]
x(t),

trong ®ã
z1 = −0.3847ξ1−1.1660ξ2−0.4223ξ3, z2 = −0.1106ξ1 +0.1127ξ2−0.1062ξ3,

p1 = 13.4444ξ1 +4.7545ξ2 +9.0987ξ3, p2 = −0.1241ξ1 +1.3464ξ2 −0.0313ξ3,
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p3 = 8.4191ξ1 + 14.0144ξ2 + 2.6604ξ3.

H¬n n÷a, chØ sè æn ®Þnh mò N =

√
α2

α1
= 15.8316 vµ mäi nghiÖm x(t, φ) cña

hÖ ®ãng tháa m·n
‖x(t, φ)‖ 6 15.8316‖φ‖e−0.5t, t > 0.

Ch¬ng 4

TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸ cña
c¸c hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh cã trÔ

Ch¬ng nµy tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶ vÒ tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cña mét
sè líp hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh cã trÔ dùa trªn c¸c bµi b¸o [5, 6].

4.1. TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸ mò cña c¸c hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh kh«ng
ch¾c ch¾n cã trÔ biÕn thiªn

XÐt líp hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ biÕn thiªn d¹ng

ẋ(t) =
[
Aσ + ∆Aσ(t)

]
x(t) +

[
Dσ + ∆Dσ(t)

]
x(t− h(t)), t ∈ R

+,

x(t) = φ(t), t ∈ [−h, 0], (4.1)

ë ®ã σ : R
n → I := {1, 2, . . . , N} lµ quy t¾c bËt, c¸c ®¹i lîng kh«ng ch¾c ch¾n

∆Ai(t),∆Di(t) tháa m·n ∆Ai(t) = E0iF0i(t)H0i; ∆Di(t) = E1iF1i(t)H1i, hµm
trÔ h(t) tháa m·n 0 ≤ h(t) ≤ h, ḣ(t) ≤ µ < 1, t > 0.

§Þnh nghÜa 4.1. (Ulig 1979) HÖ ma trËn {Li}, Li ∈ R
n×n, i = 1, 2, . . . , N, gäi lµ

®Çy ®ñ chÆt nÕu víi mäi x ∈ R
n\{0}, tån t¹i i ∈ {1, 2, . . . , N} sao cho xTLix < 0.

Cho c¸c sè α > 0, h, µ vµ P lµ ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng. §Æt
τ = (1 − µ)−1, η = τe2αh + 2α, α1 = λmin(P ),

α2 = λmax(P ) + h
[ N∑

i=1

λmax(D
T

i PDi) + τ

N∑

i=1

λmax(H
T

1iH1i)
]
,

Si = E0iE
T

0i + e2αhE1iE
T

1i, Q =

N∑

i=1

DT

i PDi, R =

N∑

i=1

HT

1iH1i;

Li(P) = AT

i P + PAi +HT

0iH0i + PSiP +Q+ τR+ ηP.

§Þnh lÝ 4.1. Cho sè α > 0. HÖ (4.1) lµ α-æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i ma trËn P ®èi
xøng x¸c ®Þnh d¬ng sao cho hÖ ma trËn {Li(P)}, i = 1, 2, . . . , N lµ hÖ ®Çy ®ñ chÆt.
H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ tháa m·n

‖x(t, φ)‖ ≤
√
α2

α1
‖φ‖e−αt, t > 0.
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VÝ dô 4.1. XÐt hÖ chuyÓn m¹ch (4.1) víi N = 2, hµm trÔ h(t) = 0.5 sin2 t vµ

(
A1, D1

)
=

([
−20 1
−4 6

]
,

[
1 −1
1 −1

])
,

(
A2, D2

)
=

([
5 −1
1 −30

]
,

[
1 −1
3 −4

])
,

E0i = E1i =

[
0.2 0
0 0.2

]
, H0i = H1i =

[
1 0
0 1

]
.

Víi α = 1 th× 0.5L1(P)+0.5L2(P) < −0.5I , ë ®ã, P =

[
3.3922 −1.5840
−1.5840 1.8170

]
.

Quy t¾c bËt ®îc x¸c ®Þnh bëi σ(x(t)) = i khi x(t) ∈ Ω̂i(P ), i = 1, 2. Khi ®ã mäi
nghiÖm x(t, φ) cña hÖ (4.1) tháa m·n ‖x(t, φ)‖ ≤ 5.2885‖φ‖e−t, t > 0.

HÖ qu¶ 4.1. Cho sè α > 0. HÖ tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ

ẋ(t) = [A+ ∆A(t)]x(t) + [D + ∆D(t)]x(t− h(t)), t > 0, (4.4)

lµ α-æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P tháa m·n

ATP + PA+DTPD + PSP + ηP +M < 0, (H17)

ë ®ã,
S = E0E

T

0 + e2αhE1E
T

1 , M = HT

0 H0 + τHT

1 H1, η = 2α + τe2αh.

H¬n n÷a, nghiÖm bÊt k× cña hÖ (4.4) tháa m·n

‖x(t, φ)‖ ≤
√
α2

α1
‖φ‖e−αt, t > 0,

víi α1 = λmin(P ), α2 = λmax(P ) + h
[
λmax(D

TPD) + τλmax(H
T

1 H1)
]
.

VÝ dô 4.2. XÐt hÖ (4.4) víi A =

[
−4 1
0 −4

]
, D =

[
0.1 0
4 0.1

]
, ‖∆A‖ 6 0.2,

‖∆D‖ 6 0.2 vµ h = 0.5. ¸p dông hÖ qu¶ 4.1, hÖ æn ®Þnh mò víi α = 0.9539 vµ
mäi nghiÖm cña hÖ ®Òu tháa m·n ‖x(t, φ)‖ 6 5.9053‖φ‖e−0.9539t, t > 0. Víi vÝ dô
nµy, tèc ®é mò giíi h¹n cña Kharitonov (2005) lµ 0.476 vµ cña Niculescu vµ céng sù
(1998) lµ 0.095.

XÐt líp hÖ ®iÒu khiÓn chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh cã trÔ biÕn thiªn

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Dσ(t)x(t− h(t)) +Bσ(t)u(t), t ∈ R
+, (4.6)

trong ®ã, Aσ(t) = Aσ + ∆Aσ(t), Dσ(t) = Dσ + ∆Dσ(t), Bσ(t) = Bσ + ∆Bσ(t).

Víi P lµ ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng, kÝ hiÖu

Q =

N∑

i=1

DT

i PDi, R =

N∑

i=1

HT

1iH1i, Ŝi = E0iE
T

0i +E2iE
T

2i + e2αhE1iE
T

1i;

L̂i(P) = AT

i P + PAi − PBiB
T

i P +HT

0iH0i +
1

4
PBiH

T

2iH2iB
T

i P

+PŜiP +Q+ τR+ ηP, i ∈ I.
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§Þnh lÝ 4.2. Cho sè α > 0. HÖ (4.6) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò nÕu tån t¹i ma
trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P tháa m·n mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) HÖ ma trËn {L̂i(P)} lµ hÖ ®Çy ®ñ chÆt;

(ii) Tån t¹i c¸c h»ng sè ξi ≥ 0 víi
∑N

i=1 ξi > 0 sao cho
N∑

i=1

ξiL̂i(P) < 0(H18).

Hµm ®iÒu khiÓn ngîc æn ®Þnh hãa hÖ ®îc cho bëi u(t) = −1

2
BT

σPx(t), t > 0.

4.2. TÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh ho¸ mò cña hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh trÔ hçn
hîp trªn c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn

XÐt líp hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh trÔ hçn hîp d¹ng

ẋ(t) = Aσx(t) +Dσx(t− h) +Eσ

∫ t

t−r

x(s)ds, t > 0,

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], τ = max{h, r}.
(4.7)

Cho sè α > 0. Víi P,Q, S,M lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng, ®Æt
Li = AT

i P + PAi + 2αP +Q+ rS +M,

Ωi = {x ∈ Rn : xTLix < 0}, i ∈ I,
Ω̂1 = Ω1, Ω̂i = Ωi\

⋃i−1
j=1 Ω̂j , i = 2, 3, . . . , N.

§Þnh lÝ 4.3. Cho sè α > 0. HÖ (4.7) lµ α-æn ®Þnh mò nÕu tån t¹i c¸c ma trËn ®èi
xøng x¸c ®Þnh d¬ng P,Q, S,M tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau

(i) HÖ ma trËn {Li} lµ hÖ ®Çy ®ñ chÆt;

(ii)



M PDi PEi

DT

i P e−2αhQ 0

ET

i P 0
1

r
e−2αrS


 > 0, i ∈ I. (H19)

Quy t¾c bËt ®îc x¸c ®Þnh bëi σ(x(t)) = i khi x(t) ∈ Ω̂i. H¬n n÷a, nghiÖm bÊt
k× x(t, φ) cña (4.7) tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6

√
α2

α1
‖φ‖e−αt, t > 0,

ë ®ã, α1 = λmin(P ), α2 = λmax(P ) + hλmax(Q) +
1

2
r2λmax(S).

XÐt hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh cã trÔ hçn hîp trªn c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn

ẋ(t) = Aσx(t)+Dσx(t−τ)+Eσ

∫ t

t−τ

x(s)ds+Bσu(t)+Cσu(t−r)+Fσ

∫ t

t−r

u(s)ds.

(4.10)

Cho α > 0, P,Q,R,M lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng, Yi, i ∈ I, lµ
c¸c ma trËn bÊt k×, kÝ hiÖu
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Li = AiP + PAT

i + 2αP + Gi +Q+ τ2R+M,

Gi = BiYi + Y T

i B
T

i + e2αr
(
CiC

T

i + FiF
T

i

)
,

Ωi =
{
x ∈ R

n : xT
Lix < 0

}
, Si =

{
Px : x ∈ Ωi

}
,

Ŝ1 = S1, Ŝi = Si\
⋃i−1

j=1 Ŝj , i = 2, 3, . . . , N,

Ui =
[
DiP EiP

]
, H = diag

(
e−2ατQ, e−2ατR

)
;

α1 = λ−1
max(P ), λmax(Y ) = max

i=1,2,...,m
λmax(Y

T

i Yi), µ =
√

1 + r2,

α2 = λ−1
min(P ) +

[
τλmax(Q) +

1

2
τ3λmax(R) +

(
r +

1

2
r3

)
λmax(Y )

]
λ−2

min(P ).

§Þnh lÝ 4.4. Cho sè α > 0. HÖ (4.10) lµ α-æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò nÕu tån t¹i
c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d¬ng P,Q,R,M; tån t¹i c¸c ma trËn Yi, i ∈ I vµ
c¸c sè τi > 0, i ∈ I sao cho

∑N

i=1 τi > 0 tháa m·n c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn sau

(i)
N∑

i=1

τiLi < 0, (H22)

(ii)



M Ui µY T

i

UT

i H 0
µYi 0 I


 > 0, i ∈ I. (H23)

Quy t¾c bËt ®îc x¸c ®Þnh bëi σ(x(t)) = i khi x(t) ∈ Ŝi vµ hµm ®iÒu khiÓn
ngîc ®îc x©y dùng bëi c«ng thøc u(t) = YσP

−1x(t), t > 0. H¬n n÷a, nghiÖm bÊt
k× cña hÖ ®ãng cña (4.10) tháa m·n

‖x(t, φ)‖ 6

√
α2

α1
‖φ‖e−αt, t > 0.

Chó ý 4.7. HÖ chuyÓn m¹ch cã trÔ hçn hîp ®îc xÐt bëi Zhong vµ céng sù (2008)
hay hÖ chuyÓn m¹ch cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn ®îc xÐt bëi L. Lin (2007) lµ c¸c trêng
hîp riªng cña hÖ (4.10) víi Bi = Ci = Fi = 0 hay Di = Ei = 0, Bi = Fi = 0.

VÝ dô 4.6. XÐt hÖ (4.10) víi N = 2, τ = 1, r = 1 vµ
(
A1, D1, E1, B1, C1, F1

)
=

([
2 1
0 −20

]
,

[
1 1
0 2

]
,

[
0 1
1 1

]
,

[
1
0

]
,

[
0
1

]
,

[
−1
1

])
,

(
A2, D2, E2, B2, C2, F2

)
=

([
−12 0
−1 2

]
,

[
1 0
1 −1

]
,

[
1 1
1 0

]
,

[
0
1

]
,

[
1
1

]
,

[
1
−1

])
.

DÔ thÊy r»ng, c¸c ma trËn Ai, Ai + Di, i = 1, 2, ®Òu kh«ng æn ®Þnh. H¬n n÷a,
theo tiªu chuÈn h¹ng Kalman, c¸c cÆp (Ai, Bi) vµ (Ai+Di, Bi), i = 1, 2, kh«ng ®iÒu
khiÓn ®îc. ¸p dông ®Þnh lÝ 4.4, hÖ æn ®Þnh hãa ®îc d¹ng mò víi tèc ®é mò α = 0.5.
Hµm ®iÒu khiÓn cho bëi u(t) = Kix(t), t > 0, trong ®ã K1 =

[
−0.1352 −0.0701

]
,

K2 =
[
−0.0313 −0.0905

]
. NghiÖm bÊt k× x(t, φ) cña hÖ ®ãng tháa m·n ®¸nh gi¸

‖x(t, φ)‖ 6 3.4549‖φ‖e−0.5t, t > 0.
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KÕt luËn
LuËn ¸n nµy nghiªn cøu tÝnh æn ®Þnh cña mét sè líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n vµ

®iÒu khiÓn. B»ng ph¬ng ph¸p hµm Lyapunov, dùa trªn c¸ch tiÕp cËn b»ng c¸c bÊt
®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh, c¸c ph¬ng tr×nh vi ph©n Riccati ma trËn, chóng t«i
®· chøng minh ®îc mét sè tiªu chuÈn vÒ æn ®Þnh, æn ®Þnh mò vµ æn ®Þnh hãa ®îc
d¹ng mò cho mét sè líp hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n vµ ®iÒu khiÓn. LuËn ¸n ®· ®¹t ®îc
c¸c kÕt qu¶ sau ®©y:

1. Chøng minh ®îc mét sè tiªu chuÈn æn ®Þnh cho mét líp c¸c ph¬ng tr×nh vi
ph©n mê d¹ng tæng qu¸t (§Þnh lÝ 2.1-2.5). ThiÕt lËp ®îc mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ
d¹ng bÊt ®¼ng thøc ma trËn tuyÕn tÝnh kiÓu Kharitonov cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn
®Þnh hãa mò cña líp hÖ mê Takagi-Sugeno cã trÔ (§Þnh lÝ 2.6-2.8).

2. §a ra mét sè ®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cña líp hÖ
tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ biÕn thiªn (§Þnh lÝ 3.1-3.3); hÖ tuyÕn tÝnh
kh«ng dõng cã trÔ biÕn thiªn, bá ®îc gi¶ thiÕt h¹n chÕ vÒ tÝnh kh¶ vi cña hµm
trÔ (§Þnh lÝ 3.4, HÖ qu¶ 3.1).

3. ThiÕt lËp ®îc mét sè tiªu chuÈn æn ®Þnh hãa mò cho líp hÖ ®iÒu khiÓn tuyÕn
tÝnh kh«ng dõng cã trÔ trªn ®iÒu khiÓn (§Þnh lÝ 3.5, HÖ qu¶ 3.2) vµ líp hÖ ®iÒu
khiÓn tuyÕn tÝnh ®a diÖn cã trÔ hçn hîp trªn c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn (§Þnh
lÝ 3.6). C¸ch tiÕp cËn cña chóng t«i kh«ng sö dông gi¶ thiÕt vÒ tÝnh ®iÒu khiÓn
®îc cña hÖ.

4. ThiÕt lËp ®îc c¸c ®iÒu kiÖn ®ñ d¹ng c¸c bÊt ®¼ng thøc ma trËn vµ c¸ch x©y
dùng quy t¾c bËt d¹ng h×nh häc cho tÝnh æn ®Þnh vµ æn ®Þnh hãa mò cña líp
hÖ chuyÓn m¹ch tuyÕn tÝnh kh«ng ch¾c ch¾n cã trÔ biÕn thiªn (§Þnh lÝ 4.1-4.2)
vµ trÔ hçn hîp trªn c¶ tr¹ng th¸i vµ ®iÒu khiÓn (§Þnh lÝ 4.3-4.4).

5. C¸c kÕt qu¶ ®Òu ®îc minh häa b»ng c¸c vÝ dô gi¶i sè ®Ó kh¼ng ®Þnh tÝnh hiÖu
qu¶ cña c¸c ®iÒu kiÖn cña chóng t«i. §ång thêi, nhiÒu kÕt qu¶ ®îc so s¸nh
víi c¸c tiªu chuÈn ®· biÕt cña c¸c t¸c gi¶ kh¸c ®Ó minh häa cho tÝnh u viÖt
cña c¸c ®iÒu kiÖn míi cña chóng t«i.


