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Maé& dau

Gia st G 1a mot nhom dai s6 tuyén tinh xac dinh trén mot truong k. Ta c6 thé
hiéu don gidan G 13 mot nhém cac ma tran vudéng cap n véi hé s6 nam trong bao
déng dai s6 clia truong k va G dong thai 1a tap khong diém clia mot ho cac da
thitc n? bién véi hé s6 trong k. Mot trong nhitng huéng nghién ctu quan trong
nam gitta Ly thuyét nhém dai s6 tuyén tinh va Hinh hoc Dai s6 1a Ly thuyét
bat bién hinh hoc. Mot phan chii yéu clia Iy thuyét nay nghién ctu cac tac dong
(cAu xa) cia mot nhom dai s6 tuyén tinh lén mot da tap dai s6 cho trude, dac
biet 1a nghién cttu tinh chat clia cac quy dao. Ly thuyét bat bién hinh hoc xuat
hién tit lau véi viec nghién cttu Bai toan s6 14 ciia Hilbert vé tinh chat hitu han
sinh ctia dai s6 cac ham bat bién. V6i nhitng déng gép ctia Mumford, Haboush,
Nagata, ..., Iy thuyét nay kha phong phi trong truong hop truong k 1a déng dai
s6. Tuy nhién, ngay tit thoi diém ban dau ctia Ly thuyét bat bién hinh hoc hién
dai, md Mumford 13 nguoi dat nén mong, ong da dit van dé nghién ctu né ca
trong nhitng tinh huéng tuong déi, tic 1a khi k 14 mot truong bat ky néi chung
khong déng dai s6. Chang han, véi dong co nghién ctu céc bai toan sé hoc (cu
thé la xay dyng khong gian moduli ctia cac da tap abel), Mumford (1965) da
xét nhi¢u van dé ctia Iy thuyét nay trén nhing luge do du tong quat. Ngoai ra,
Borel (1969) va Tits (1965), ... da dat ra mot s6 cau hoi (hay gid thuyét) khi md
rong cac két qua da biét ctia 1y thuyét bat bién hinh hoc trén truong déng dai s6
cho ca truong khong dong dai sé (chang han md rong mot dinh 1y ndi tiéng clia
Hilbert vd Mumford). Nhitng két qua dién hinh theo huéng nay thuoc vé Birkes
(1971), Kempf (1978), Raghunathan (1974), ... da cho cau tra loi (hodc 161 giai)
clia mot s6 cau hdi (hodc gia thuyét) duge dé cap ¢ tren. Nhitng nghién citu theo
cach nhu vay no6i chung duge goi 1a nghién cttu vé cac tinh chat hitu ty (ctia nhom
dai s6, ctia da tap dai s6, v.v...). Kh6 khan gip phai trong cac bai toan noi trén
tuong tu nhu doéi v6i mot bai toan s6 hoc, vi du viéc tim nghiém cta da thic
trong truong dong dai sé (“bai toan hinh hoc”) va trong truong khong déng dai
6 (“bai toan s6 hoc”).

Dé hiéu 16 cac tinh chat ctia qui dao, viéc nghién citu cac nhém con ding la
rat quan trong. C6 mot s6 16p nhém con quan trong trong viéc nghién ctiu Ly
thuyét bat bién hinh hoc, do6 1a 16p cac nhém con quan sat dudc, 16p cac nhém
con toan cau, va 16p cac nhém con Grosshans. T mot s6 nghién citu vé Ly thuyét
biéu dién nhém dai s6, Bialynicki-Birula, Hochschild, Mostow (1963) da dua ra
khai niem cac nhom con quan sdat duge. Ta c6 thé hitu mot nhém con dong H
cia G 1a quan sat dudgc néu H 1a nhém con ding clia mot vecto v trong mot
G-modun httu ty httu han chiéu V' nao do6. Céc tac gia nay da dua ra mot so dieu
kién can v di dé mot nhom 1a quan sat duge. Sau d6, Grosshans (1973, 1997)
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da tim théem dugc mot s6 dieu kién tuong duong khac. Tuy nhién, hau hét cac
két qua 6 day déu mdi chi duge chiing minh cho trudng hop k 14 mot truong déng
dai sb.

Mot 16p cac nhom con khac ciing khé quan trong 1a 16p cac nhom con toan cau
do Borel va Bien dua ra (truéc d6 Bergman da lam mot cong viéc tuong tu doi
véi cac Dai s6 Lie). Ta dinh nghia mot nhém con déng H ciia G 1a toan cau néu
dai s6 cdc ham chinh quy k[G/H| clia khong gian thuan nhat G/H chinh bang
k. Nhitng diéu kién can va da dé mot nhom con déng la toan cau ban dau dudc
dua ra bdi Bien va Borel (1992). Bén canh do, Bien, Borel, Kollar (1996) cting
nghién citu moéi lien hé ciia tinh chat H 1a nhém con toan cau vdi tinh chat lien
thong hitu ty clia khong gian thuan nhat G/H. Nho vao nhitng nghién cttu lién
quan dén Bai toan s6 14 ctua Hilbert, Grosshans (1973) da dua ra mot 16p cac
nhom con quan sat dugec mang tén 6ng. D6 la nhitng nhém con quan sat duge H
clia G ¢6 tinh chat dai s6 cac ham bat bién k[G]¥ 1a hitu han sinh, trong d6 H
tac dong tinh tién phai len dai s6 cdc ham chinh quy k[G]. Chinh Grosshans ciing
tim ra mot so6 diéu kién can va du kha tht vi cho khai niém noéi trén. Tuy nhién,
cac két qua noi trén mdi chi duge chiing minh trong truong hop % 1 truong déng
dai sb.

Gan day, vi su can thiét phai c6 nhitng tng dung trong S6 hoc va Ly thuyét
ergodic, Weiss (1998) cting ¢6 mot s6 két qua vé tinh chat hitu ty ctia cac nhom
con quan sat dugc va nhitng nhém con toan cau. Nhu ta da biét, mot nhoém con
dong H ctia G 1a quan sat duge néu H = G, véiv € V, V 13 mot G-modun hitu
han chi¢u. Tuy nhién, H chi 1a nhém con ditng ctia mot vecto (d6i véi bicu dién
da cho), va ta kho ¢6 thé néi gi them vé cau trac ctia H. O day, Sukhanov (1990)
da c6 két qua di sau hon khing dinh néi trén. Ong da ching minh mot dinh Iy
néi rang, mot nhom con la quan sat duge néu va chi néu né 1a duéi parabolic. Dé
lam dugce diéu nay, Sukhanov phéi ding mot két qui quan trong ctia Bogomolov
vé cau tric ctia nhém con ditng clia mot vecto thiéu on dinh (instable) v (nghia
14 0 € G - v). Tuy nhién, céc két qua trén ctia Bogomolov v Sukhanov ciing mdéi
chi dugc chiing minh trong truong hop & 1 truong déng dai s6. Noi dung clia hai
chuong dau tién néi vé két qua ctia luan an (Chuong 2, va Chuong 3) 1a trinh
bay viéc md rong nhiing khang dinh nay cho trusng khéng dong dai s6. Vi mot
sO 1y do k¥ thuat, cic két qua clia Bogomolov va Sukhanov trong Chuong 3 chi
duge mé rong 1én cho truong hop £ la truong hoan thién.

Nhu da néi ¢ trén, c6 rat nhieu két qua ctia Ly thuyét bat bién (hinh hoc)
dé cap dén viec nghién ctu tinh chat déng ctia quy dao dudi tac dong ctia nhom
G thu dugc trong trusng hgp hinh hoc, tic 1a, trong trucsng hop trusng k la
dong dai s6. Bén canh d6, vi mot sd6 doi héi noi tai ciia Ly thuyét s6 ma cac
truong dia phuong, toan cuc dude quan tam dac biet. Ching han ta cho G la
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mot nhom dai s6 tuyén tinh tac dong len k-da tap V' va x € V (k). Khi d6 mot
budc chinh trong viéc chitng minh mot két qué tuong tu ctia Dinh 1y siéu ciing
(super-rigidity) Margulis trong trusng hgp truong ham toan cuc, duge dua ra béi
Venkataramana (1988), 1a chting minh tinh chat déng (dia phuong) ciia mot s6
quy dao tuong déi G(k) - x. Vi thé, ching t6i quan tam dén mdi lien he gitta
cac tinh chat déng Zariski clia cac quy dao duéi tac dong bdi mot nhom dai s6
va tinh chat déng Hausdorff clia cac qui dao tuong ddi. Cu thé hon, gia st k 1a
mot truong day du déi véi mot dinh gia khong tam thuong v c6 hang thiyc bang
1, vi du 1a cac truong dia phuong nhu trudng p-adic hodc truong sd thuc R. Ta
trang bi cho X (k) topo v-adic Hausdorff, cdm sinh tit topo v-adic trén k. Cho
xr € X(k), ching t6i muén nghién cttu moi lien he gitta tinh chat dong Zariski
ciia quy dao hinh hoc G - x trong X va tinh chat déng Hausdorff ctia quy dao
(tuong d61) G(k) - x trong X (k). Két qua dau tien theo hudéng nay thuoc vé Borel
va Harish-Chandra (1963), tiép dén 1a Birkes (1971) trong truong hop truong sé
thue, va sau d6 1a Bremigan (1994). Thuc té, 6 cac bai bao d6 da chi ra néu G 1a
mot R-nhém reductive, thi G - x 14 dong Zariski néu va chi néu G(R) - = 14 dong
theo topo thuc. Diéu nay ciing duge md rong cho truong p-adic béi Bremigan
(1994). Muc dich ctia chting toi trong chuong két qué thit ba (Chuong 4) 1a mé
rong va nghién citu sau hon bai toan duge deé cap & trén.

Ban luan an gom 4 chuong. Trong Chuong 1, chiing toi trinh bay mot s6 kién
thiic co ban, can thiét cho luan an. Cu thé la, trong Muc 1.1, 1.2, chiing toi nhac
lai mot s6 khai niém vé nhom dai s6 tuyén tinh, Ly thuyét bat bién hinh hoc (noi
ro hon, tac dong ctia nhém dai s6 lén da tap) va luge do nhom affine. Trong Muc
1.3, 1.4, ching toi trinh bay mot s6 kién thiic can thiét vé déi dong diéu Galois
va dbi dong diéu phang, va trong Muc 1.5, chiing t6i trinh bay mot sé dinh nghia,
két qua da biét vé topo trén tap doi dong dieu.

Cac két qua mdi duge ching toi trinh bay trong cac Chuong 2, 3, va 4. Chuong
2 (tuong ting, Chuong 3, Chuong 4) ching toi viét dya theo cac bai bao [1](tuong
tng, ([2], [4]) va ([5], [6])). Trong Chuong 2, ching to6i nghién cttu mot sd tinh
chat hitu ty clia cdc nhém con quan sat dude, nhém con toan cau, va nhém con
Grosshans. O do, chiing toi chi ra rang mot s6 tieu chuan can va di dé mot nhom
con 14 quan sat duge va mot nhom con 1a toan cau déu c6 thé mé rong dude cho
truong k bat k¥, khong nhat thiét 1a déng dai s6. Néi rieng ra, cac diéu kién can
va di dé mot nhém la quan sat dude bao gom tinh chat nhém con ding trén
k, tinh chat mé rong duge trén k, tinh chat tua affine trén k, ..., déu mé rong
dugc cho truong k tuy y. Phat biéu chinh xéc ctia két qua nay duge cho trong
Dinh Iy 2.1.11. Tuong tu nhu cac nhém con quan sat duge, Bien va Borel (1992)
ciing ching minh mot sé tieu chuan can va di dé mot nhém con la toan cau.
Dinh 1y chinh thit hai ctia Chuong 2 khang dinh ring, nhing tiéu chuan can va
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di nhu dai s6 cdc ham chinh quy ctia da tap thuong chi gom nhiing ham hing
hodc dai s6 cac ham chinh quy ctia da tap thuong 1a khong gian vecto hitu han
chiéu trén k, ... déu c6 thé md rong cho mot trusng k tiy ¥ (xem Dinh 1y 2.2.4).
Dura vao cac két qua trén ching toi thu duge két qua vé tinh chat hitu ty cho cac
nhém con Grosshans. Dinh Iy nay néi rang tinh chat hitu han sinh ctia k[G]? 1a
tuong duong vdi tinh chat doi chiéu 2 (trén k) ctia nhém con déng H va tinh
chat k[G]7(*) 1a hitu han sinh trong trudng hop trudng k 1a hoan thién gdém vo
han phan tt (xem Dinh 1y 2.3.5).

Trong Chuong 3, ching t6i nghién cttu viéc mé rong cac Dinh 1y Bogomolov va
Dinh 1y Sukhanov cho truong khong déng dai s6. Nhu da biét, theo Bogomolov,
mot nhom con ding H := G, ctia mot vecto thiéu én dinh v € V' déu chita trong
mot nhém con tiya parabolic () nao d6, nghia 13 ton tai mot G-modun bat kha
quy W va mot vecto trong cao nhat w € W sao cho H C G,. Dung két qua nay,
Sukhanov da chi ra mot nhém con dong H ctia G 1a mot nhém con quan sat duge
néu va chi néu H 13 mot nhém con duéi parabolic cia G, nghia 13 ton tai @ 1a
mot nhom con tita parabolic clia G sao cho HY C Q va R,(H) C R,(Q) (trong
do, H° 1a thanh phan lien thong ctia H, va R,(G) 1a can lity don cta G). Hai
két qua chinh ctia chuong nay 1a cac Dinh 1y 3.1.5, va Dinh 1y 3.1.7. N6i riéng ra,
ching toi da mé rong dude cac két qua ciia Bogomolov va Sukhanov cho truong
hoan thién bat ky, va ching minh mot két qua cho mbi lien hé gitta cAc nhom
con quan sat dugc, nhom con tya parabolic, k-tua parabolic, k-dudi parabolic,
... (Xem Dinh Iy 3.1.7.)

Trong Chuong 4, chiing t6i nghién cttu cau héi vé lién hé gitta topo Zariski ctia
quy dao hinh hoc G - v va topo Hausdorff cia quy dao tuong déi G(k) - v. Chiing
toi ¢6 hai dinh 1y chinh tuong tng v6i truong k 1a hoan thién (xem Dinh 1y 4.2.6)
va truong k& khong nhat thiét hoan thien (xem Dinh 1y 4.3.1.3). Ngoai ra, ching
toi cling ¢6 cac vi du, phan vi du dé bo sung cho nhitng dinh 1y néi tren. (Xem
thém cac Meénh dé 4.2.8, 4.4.1, va 4.4.2.) Chang han, ching toi khang dinh rang,
néu k 13 mot truong day dia, hoan thién thi dieu kien G(k) - v dong (theo topo
Hausdorff) kéo theo G - v déng (theo topo Zariski) trong trusng hop G = L x U
la tich tryc tiép clia mot nhom reductive L va mot nhom liy don U (mot phan
ctia Dinh 1y 4.2.6) va néu G khong 1a tich tryc tiép L x U thi khang dinh trén
no6i chung 1a sai (Ménh dé 4.2.8). Déi véi k 1a truong day du bat ky, mot phan
ctia Dinh 1y 4.3.1.3 khang dinh ring diéu kien G - v 13 dong Zariski kéo theo diéu
kien G(k) - v dong Hausdorff ding trong truosng hop nhém ding G, 1a giao hoan
va tron. Ddo lai, néu G la reductive va tac dong la tach manh tai v (theo nghia
cia Ramanan va Ramanathan) thi dieu kien G(k) - v dong Hausdorff cling kéo
theo G - v 1a déng Zariski. Tuy nhién, néu tac dong khong con 1a tach manh thi
chiing t6i chf ra vi du néi rang khang dinh trén 1a sai (Menh dé 4.4.2).
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Chuong 1

Mot s6 kién thitc chuan bi

Trong Chuong 1, chiing t6i trinh bay mot s kién thitc chuan bi can thiét cho
toan bo luan an. O day, ching toi chi xét nhiing nhom dai s6 affine (tuyén tinh)
va lude do nhom dai s affine.

Trong Muc 1.1, ching toi nhic lai mot s6 khai niém co ban vé nhéom dai s6
tuyén tinh trén mot trusng. Cu the 1a cac dinh 1y nhiing mot nhém dai s6 tuyén
tinh vao nhém tuyén tinh tong quat GL,, phan tich Jordan trong mot nhom dai
sO tuyén tinh, dinh nghia va mot s6 tinh chat ctia nhém reductive, nhém nitta
don, nhém liiy don, xuyén, ... . Sau d6, ching toi trinh bay mot s6 khai niém co
ban clia 1y thuyét bat bién hinh hoc nhu: tic dong ctia nhém dai s6 tuyén tinh
lén da tap, thuong hinh hoc, thuong pham tru ctia moét da tap theo tac dong cta
mot nhom dai sé.

Trong Muc 1.2, chtng t6i trinh bay ngan gon vé 1y thuyét lude do nhém affine.
Ching toi diém qua mot s6 khai niém co ban vé lude do nhom affine, luge do
nhém lity don, ludge do nhém hitu han, étale, ..., cac dinh 1y cau trac cta luge do
nhom liiy don trén mot truong.

Trong Muc 1.3, chting toi trinh bay vé déi dong dieu Galois khong giao hoan
clia mot nhom dai s6 tuyén tinh: dinh nghia tap déi dong diéu bac 1, phép xoan
clia cac doi xich, cac dinh 1y vé day khdp cta tap doi dong dieu lien két véi day
khép ciia nhom dai so, ...

Trong Muc 1.4, chiing t6i trinh bay vai nét vé déi dong diéu phing ctia luge do
nhém trén trudng: dinh nghia déi dong diéu phang bac 1, lien hé giita déi dong
diéu Galois v6i déi dong diéu phang, ...

Trong Muc 1.5, ching toi trinh bay viéc trang bi topo trén tap doi dong dieu
Galois (hodc ddi dong diéu phang). Hai topo quan trong dudc trinh bay & day 1a

topo chinh tac va topo dac biét.



Chuong 2

Mot sb6 tinh chat hitu ty ciia cac nhém
con quan sat dudc va nhém con

Grosshans

Trong chuong nay, chiing toi tiép tuc nhitng nghién citu vé cac nhém con quan
sat dugc. Cu the hon, ching t6i quan tam mot s6 cau hoéi vé tinh chat hitu ty cia
cac nhém con quan sat duge, nhom con toan cau, va nhém con Grosshans. Nhiing
két qua ban dau vé tinh chat hitu ty ciia cac nhém con quan sat duge (tuong
timg nhoém con toan cau) thu dugc bdéi Bialynicki-Birula, Hochschild, Mostow
(1963), va sau d6 boi Grosshans (1973, 1997) va Weiss (1998) (tuong ting bdi
Weiss (1998), F. Bien va A. Borel (1992). Hon nita, ciing trong bai bao ctia Weiss
(1998), mot sb ting dung vé tac dong ergodic ciing duge nghién citu. O day, ching
toi chiing minh mot sd két qua mdi vé tinh chat hitu ty clia cic nhém con quan
sat duge, nhéom con toan cau, nhém con Grosshans ma ban dau chi duge chiing
minh trong truong hop & 1a truong déng dai s6. Két qua chinh ctia chuong nay
la cac Dinh 1y 2.1.11, 2.2.4, 2.3.5.

2.1 Cac tinh chat hitu ty cia nhém con quan sat dudc

Cho k 1a mot trusng tiy ¥, k 14 bao déng dai sb clia k. Cho H 13 mot k-nhém
con doéng ctia mot k-nhom G. Khi d6, G tac dong lén dai s6 cdc ham chinh quy
k|G] cia né thong qua phép tinh tién phai 7,(f)(z) = f(zg), v6i g,r € G. Ta
ky hieu H' = k[G|H .= {f € k[G]|ru(f) = f,Vh € H}. V6i R 1a mot k-dai s6
con ctia k[G], ta dat R' = {g € G |r,(f) = f,Vf € R}. Dinh nghia sau day dugc
dwa ra bdi Bialynicki-Birula, Hochschild, va Mostow (1963).

Dinh nghia. Ta néi nhém con dong H cia G la mot nhom con quan sat duge
(trén k) néu H" = (k[G]") = H.



Chitng ta da biét mot s6 tieu chuan can va du vé cac nhom con quan sat dude
trong truong hop k 1a truong déng dai s6. Sau day, ching toi sé trinh bay cac két
qua 1a mé rong ctia nhitng tieu chuan can va dd nay cho trudng hop k 1 trudng
bat ky.

Dinh nghia 2.1.6 ([1]). Ta n6i H 1a quan sdt dugc tuong doi trén k néu H =
(K[GIF®Y  va H 1a k-quan sdt duge néu (k[G]7) = H.

Dira trén khang dinh khong gian thuan nhat G/H, va cau xa thuong 7 : G —
G/H déu la xac dinh trén k, chiung ta c6 duge két luan sau.

Meénh dé 2.1.7 ([1]). Cho k la mot trusng tuy 4, va H la mot k-nhém con déng
ctua mot k-nhom G. Khi do:

(a) H' = k]G] = k @}, k[G]".
(b) H la quan sdat duge néu va chi néu H la k-quan sdt dugc.

(c) Gid st H(k) la tra mat Zariski trong H. Khi dé, mot trong hai diéu kién
tuong duong ¢ (b) la tuong duong vdi dieu kien H la quan sdt dugc tuong
doi trén k.

T d6 ching ta thu duge két qui sau day 1a mot chi tiét quan trong trong
chiing minh Dinh 1y chinh 2.1.11.

Meénh dé 2.1.10 ([1]). Cho G la mot k-nhém, H la mot k-nhém con dong cia G.
Gid st ton tai mot k-biéu dién hiu han chiéu p : G — GL(V) va v € V (k) sao
cho H = G,,. Khi dé ton tai mot biéu dién hitu tyj hitu han chiéu p' - G — GL(W)

k
zdc dinh trén k, w € W(k), sao cho H =G, va G/H = G - w.

Nhan xét. Nhin chung ching ta chi c6 mot cau xa song anh gitta khong gian
thuan nhat G/H va khong gian quy dao G -v. Trong truong hgp truong k 1a dong
dai s6, ching ta phai lay chuan tic hoa ctia da tap X := G - v trong truong ham
k(G/H) va stt dung Dinh 1§ chinh ctia Zariski. Trong trudng hgp k la truong tiy
¥, viec 1ap lai chting minh trén khong that don gian vi nhin chung kho rut ra két
luan vé tinh chat ding cau trén k. Vi thé, ching ta chon cach dua trén két qua
da c6 trong truong hop truong k 1a dong dai sd va Meéenh de 2.1.7.

Tt nhitng két qua duge ching minh & trén, ching ta c6 dinh 1y sau cho mot
s6 tieu chuan can va di dé mot nhom con déng 14 nhém con quan sat dude trén
truong bat ky.

Dinh 1y 2.1.11 ([1]). Cho G la mét nhém dai so tuyén tinh zdac dinh trén mot
truong k tuy ¢ va H la mot k-nhém con dong cia G. Khi dé cic khang dinh sau
la tuong duong:



(a) H la quan sat duge, tic la, H = H".
(&) H la k-quan sdt duge, tic la, H = (K[G]H)'.

(b") Ton tai mot biéu dién k-hiu tyj p : G — GL(V) va mot vécto v € V (k) sao
cho
H=G,={geG|g-v=n0}.

(¢’) Ton tai mot so hitu han cdc ham f € k[G/H] tich cic diem cia G/H.
(d) Khong gian thuan nhat G/H la mot da tap tua affine xdac dinh trén k.

(e’) Moi biéu dién k-hitu tyj p : H — GL(V) déu md rong dugc thanh mot biéu
dién k-hiu ty p' : G — GL(V').
(f') Ton tai mot bicu dién k-hitu tyj p : G — GL(V) va mot vécto v € V (k) sao
cho H =G, va
K
G/H=G-v={p(g)(v)|g e G}

(g") Trudng cdc thuong clia vanh cic G N H-bdt bién trong k[G°] bing trudng
cdc phan thiic G° N H-bat bién cia k(GY),

Hon nita, néu H(k) tri mat Zariski trong H thi cdc khang dinh trén tuong
duong vdi tinh chat quan sat duoc tuong doi cia H trén k.

2.2 Cac tinh chat hitu ty ciia nhém con toan cau

Tuong tu nhu cac nhom con quan sat duge, c6 mot s6 cach dinh nghia (tuong
duong véi nhau) cho cdc nhoém con toan cau. Mot trong cac dinh nghia nhu vay
dugce dua ra béi Bien va Borel (1992).

Pinh nghia. Ta n6i mot nhém con déng H cia G 1a toan cdu trén k néu
(k[G)) =G.

Truée khi trinh bay mot s6 tiéu chuan can va da dé mot nhém con déng 1a
toan cau, ching toi dua ra mot s6 dinh nghia cho cdc nhém con toan cau trén k.
Dinh nghia 2.2.2 ([1]). Ta néi mot k-nhém H ctia k-nhém G 1a toan cau tuong
doi trén k néu (H) = G, va la k-toan cdu néu (k[G]H) = G.

Dung Ménh dé 2.1.7, ching ta c6 két qua sau cho nhitng tiéu chuan vé nhém
con toan cau trén truong bat ky.

Dinh ly 2.2.4 ([1)). Cho k la mot truong bat ky va H la mot k-nhém con déng
ctia mot k-nhom G. Khi do, cic khang dinh sau la tuong duong:



(a’) H la k-toan cdu, tic la (K[G]?) = G.
(b”) k|G/H] = k.
k|G/H] la mot khong gian vécto hiu han chiéu trén k.

)
)
(¢’)
(d") V&i bat ky G-médun hitu ty V' zdc dinh trén k, khong gian con cia V' bao

gom cdc diém bat dong cia G va H la trung nhau.

(€) Gia stV la mot G-modun hitu ty zdc dinh trén k, va V=X @Y, trong do
X, Y la H-bat bién. Khi dé X, Y cing la G-bat bién.

(f) Moi k-cau za ti k-nhém dai s6 G dén mot k-nhém dai so6 L déu dugc xdc

dinh bdi gid tri cia noé trén H.

2.3 Cac tinh chat hitu ty ciia nhém con Grosshans

Két qua sau day ctia Grosshans (1973) cho diéu kién can va da dé vanh ham
bat bién k[G] 1a hitu han sinh.
Dinh 1y 2.3.2 (Grosshans). Gid s H la mot nhém con quan sdt duge cia nhom
dai s6 tuyén tinh G, tat cd déu zdc dinh tréen truong déng dai so6 k. Khi dé cdc
khang dinh sau la tuong duong:

(a) Ton tai mot bicu dién hitu tij hitu han chiéu ¢ : G — GL(V) va mot vécto
v €V sao cho H = G, va moi thanh phan bat khd quy cia G -v— G -v déu
c6 doi chieu > 2 trong G - v.

(b) k-dai s6 k[G]" la hiu han sinh.

Néu (b) ding, ta chon X la da tap affine sao cho k[X] = k[G] va tdc dong
ctia G len X dugc cho thong qua phép tinh tién trdi cia G léen G/H. Khi dé ton
tai diem x € X sao cho G - x la md trong X, G -2 = G/H thong qua ciu ra
gH — g - x va moi thanh phan bat khd quy cia X \ G - x c¢é doi chieu > 2 trong
X.
Dinh nghia 2.3.3 (Grosshans). Cac nhém con quan sat dugc théa man mot
trong cac dicéu kién tuong duong ctia Dinh ly 2.3.2 dudgc goi 1a cac nhém con
Grosshans.

Ta c6 dinh nghia sau vé dang tuong déi ctia 16p nhém con nay.
Dinh nghia 2.3.4 ([1]). (a) Cho k la mot truong tuy ¥, G 1a mot k-nhom. Ta
n6i mot k-nhém con quan sat dude H ctia G 1a nhém con théa man dieu kién
doi chieu 2 trén k néu H théa man (a) trong Dinh 1y 2.3.2, trong d6 V', ¢ 1a xac
dinh trén k va v € V (k).



(b) Ta néi H 1a mot nhém con Grosshans tuong doi trén k (tuong ing, nhom
con k-Grosshans) cta G néu k[G]7*) (tuong tng, k[G]) 14 mot k-dai s6 hitu
han sinh.

Chting ta ¢6 két qua sau (1 mé rong ciia Dinh 1y 2.3.2) cho cac nhém con
k-Grosshans trén truong khong dong dai so.

Dinh ly 2.3.5 ([1]). Cho k la mot truong hoan thién vdi vo han phan ti va G
la mot k-nhom. Gid s rang H la mot k-nhém con quan sat duoe cia G. Ta xét

cic dieu kién sau:
(a’) H thoéa man dieu kién doi chiéu 2 trén k.

(b)) Mot trong cdc k-dai s6 k]G], k[G)’, k[GO)NG" | k[GO)H" la k-dai s6 hiu
han sinh.

(¢") H la mot nhom con Grosshans tuong doi tren k (tic la, E[G)7"®) la mot
k-dai so hitu han sinh).

Khi dé cung vdi cdc dieu kién cia Dinh lij 2.3.2 ta cé
(a) & (d) & (b) & ) = (¢).

Néu hon nita, H(k) la tru mat Zariski trong H thi tat cd cdc khang dinh trén la
tuong duong.

Nhan xét. Mot vi du ma trong dé (¢’) hay con dung nhung cac diéu kién con lai
khong ding 1a c6 ¥ nghia. That vay, dé c6 duge vi du nhu vay, ta phai tim nhing
nhom G va H sao cho k[G]¥ 1a v6 han sinh va H (k) khong trii mat Zariski trong
H. Mt khac, mot nhom dai so lien thong H xac dinh trén truong dac s6 0 luon
c6 tinh chat H(k) trit mat trong H. Do d6, didu nay c6 thé dan dén viec tim
phan vi du cho bai toan thit 14 ctia Hilbert trong truong hgp dic s6 p. Nhing
két qué md rong cho Ly thuyét bat bién hinh hoc trong trudng hgp dac s6 p co
thé tim trong Mumford et al (1994). Néu chi ra dugc phan vi du cho trudng hop
G, H lién thong thi két qua sé thu vi hon.
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Chuong 3

Vé mot dang tuong déi cho dinh 1y cta
Bogomolov trén trucong hoan thién va

ing dung cua noé

Trong chuong nay, chung toi thu dugc hai két qua méi vé hai 16p nhém con
quan trong la nhém con quan sat duge va nhéom con tira parabolic cia nhom dai
s6 tuyén tinh. Cu thé 1, ching toi thu duge mot dang tuong déi cho mot Dinh 1y
quan trong ciia Bogomolov, v 4p dung chiing dé thu duge mot dang tuong doi
cho Dinh 1y ctia Sukhanov. Nhitng két qua nay lien quan chit ché véi 1y thuyét
vé tinh thiéu on dinh (instability) ctia Kempf (1978) va Rousseau (1978), va mot
dang min hon ctia n6 thuoc vé Ramanan va Ramanathan (1984). Sau d6, nhiing
két qua nay da duge md rong béi Coiai va Holla (2006). Trong Muc 3.1, chung toi
nhac lai mot s6 kién thic chuan bi chung va phét biéu ciia nhiing dinh 1y chinh.
Trong Muc 3.2, chiing to6i nhic lai mot s6 két qua co ban ctia Iy thuyét biéu dién
nhém reductive va ching minh mot s6 két qua so bo. Trong Muc 3.3, ching toi
dua ra ching minh mot dang tuong d6i cho mot két qué ciia Bogomolov (Dinh
Iy 3.1.5). Sau do, ching t6i chitng minh Dinh 1y ctia Sukhanov cho trusng hoan
thién (Dinh 1y 3.1.7) & Muc 3.4.

3.1 Mot sé khai niém va két qua chinh

Ta bat dau bing mot s6 dinh nghia.
Dinh nghia 3.1.1 (Hilber-Mumford). a) Mot vecto v € V'\ {0} dugc goi 1a thicu
on dinh (unstable, instable) d6i v6i tac dong ctia G néu 0 € G - v.
b) Ta noi vecto v € V' \ {0} 1a nia on dinh (semi-stable) déi véi tac dong clia
nhéom G néu 0 ¢ G - v.
¢) Ta néi vects v € V' \ {0} 1a on dinh (stable) déi véi tac dong ctia nhém G néu
quy dao G - v la déng.
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Cho G la mot nhom dai s6 tuyén tinh (khong nhat thiét lien thong, cling
nhu reductive) va V' 1a mot GP-modun bat kha quy. Khi d6 G°/R,(G) 1a nhém
reductive va R, (G) tac dong tam thuong len V. Vay theo Grosshans (1997), ta
c6 dinh nghia vecto trong cao nhat tng v6i bieu dién bat kha quy ctia mot nhom
dai s6 tuyén tinh bat ky.

Dinh nghia 3.1.2. Ta néi v € V 14 mot vecto trong cao nhat ciia biéu dién noi
trén, néu khi xem V' nhu mot G°/ R, (G)-modun bat kha quy thi v € V 1a vecto
trong cao nhat.

T d6 ching ta c6 nhitng dinh nghia sau.

Dinh nghia 3.1.3 ([2,4]). Gi4 st G 1a mot nhom dai s6 tuyén tinh.

a) Cho @ la mot nhém con déng ctia G. Khi d6, ta néi @ 1a mot nhoém con
k-tua parabolic ctia G néu Q = (G),, v6i v € V (k) la mot vecto trong cao nhat
ctia mot k — GP-modun V' bat kha quy nao do.

b) Ta dinh nghia mét nhom con dong H cua G la k-dudi parabolic (sub-
parabolic) néu H la xac dinh trén k, va ton tai mot nhom con k-tita parabolic
ctia GO, sao cho H C Q va R,(H) C R,(Q).

a’) Ta dinh nghia nhém con @ ctia G° 1 twa parabolic trén k (hoac k-nhém
con tya parabolic) néu no 1a tya parabolic va xac dinh tren k.

b’) Ta n6i nhém con H cta G la dudi parabolic trén k (hodc k-nhém con
dudi parabolic) néu né xac dinh trén k& va 14 dudi parabolic. Mot k-nhom con
dong H cta G duge goi la dudi parabolic manh trén k (strongly subparabolic
over k) néu ton tai mot k-nhom con tia parabolic @ cla GV sao cho HY C Q va

R,(H) € R.(Q).

Ching t6i luu ¥ la trong chuong nay, mot nhém con déng () ctia G duge goi 1a
tua parabolic néu né la k-tua parabolic vA mot nhom con déng Q cia G 1a dudi
parabolic néu né 1 k-dudi parabolic. Vi thé, ta thu lai dugc nhitng khai niém
thong thuong vé nhitng nhém con néi trén va chiing da duge dua ra & Grosshans
(1997). Hon niia, rd rang tinh chat duéi parabolic manh trén & 14 chit hon tinh
chat dudi parabolic trén k.

Két qua chinh dau tién ctia chuong nay 1a Dinh 1y 3.1.5 cho lién hé gitta nhom
dimg clia mot vecto thiéu 6n dinh v € V (k) v6i cAc nhém con k-tita parabolic
trong truong hop k 14 mot truong hoan thién bat ky.

Dinh 1y 3.1.5 ([2,4]). Cho k la mot truong hoan thién, G la mot k-nhém reductive
lien thong, V' la mot k — G-médun hitu han chieu, va v € V (k) \ {0}. Khi dé,
néu v la mot vecto thiéu on dinh doi vdi tac dong cia G (titc 1o 0 € G -v), thy
G, chita trong mot nhom con k-tua parabolic thuc su () cia G.

Bang cach ap dung Dinh 1y 3.1.5 vA mot s6 két qua khac, ching toi thu duge
két qua chinh tht hai vé tinh chat hitu ty cho nhitng nhém con tya parabolic,
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duéi parabolic va quan sat duge ciia mot nhém dai s6 tuyén tinh G xac dinh trén
mot truong hoan thién k.

Dinh ly 3.1.7 ([2,4]). Cho k la mét truong hoan thién, G la mot nhom dai so
tuyén tinh xdc dinh trén k va H la mot k-nhém con dong cia G. Ta zét nhing
khang dinh sau.

1) H la k-tua parabolic.

2) H la tua parabolic trén k.

3) H la quan sat dugc trén k.

5) H la dudi parabolic manh trén k.

)
)
)
4) H la k-dudi parabolic.
)
6) H la dudi parabolic trén k.

Thé thi 1) = 2) = 3) & 4) & 5) < 6). Néu G la mot nhém nida don thi
1) & 2). Néi chung, 2) khong suy ra 1).

3.3 Dang tuong déi cho mét dinh ly ctia Bogomolov

Trong Muc 3.3.1, chiing to6i dua ra cach chiing minh tht nhat cho Dinh ly
3.1.5. Dau tién, ching to6i phat biéu B dé 3.3.1.1 va tit d6 rit ra x € X*(T)
luén mé rong duge 1én cho nhém con parabolic P(y) (duge cho trong Dinh nghia
3.2.4.2) tuong tng. Sau do, chiing to6i phat biéu va chiing minh B6 dé 3.3.1.2.

Bo dé 3.3.1.2 ([2,4]). Véi x € A, la mot trong troi ing vdi nhém con Borel B
chita T, ta gia st x € X*(P(x)) la mot ddc trung cia P(x) sao cho X|r = x.
Cho p : G — GL(W) la biéu dién bat khd quy tuyét doi ing vdi trong troi x va
w € W la mot vecto trong cao nhat wng vdi x. Khi dé Kery = G,,.

Nho cac két qua trén, ching t6i c6 duge chiing minh thit nhat ctia Dinh 1y
3.1.5. Trong Muc 3.3.2, chiing t6i trinh bay chimg minh thit hai ctia Dinh 1y 3.1.5.
Ching t6i can khang dinh sau.

B6 dé 3.3.2.3 ([2,4]). Gid sit rang G la mot nhém reductive zdc dinh trén mot
truong hoan thién k, T la mot k-zuyén cuc dai chita trong mot nhém con Borel
B ciia G. Cho 7 : G — GL(V) = ,GL, la mot k-biéu dién tuyét doi bat khd quy
ing vdi trong troi x € X*(T)g. Gid sit ton tai mot vecto v € V(k)(= k™) ing vdi
trong cao nhat x va biéu dién va dnh tuong ing 7™ : G — PGL(V) = . PGL,(k)
la zdc dinh trén k. Thé thi w la xdc dinh trén k va néi riéng ra, H = G, la nhom

con k-tua parabolic.
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T khang dinh nay va mot s6 két qua bo trg khac, ching t6i c6 dude cach

thit hai chtitng minh Dinh 1y 3.1.5. Cling nho cach chiing minh nay, chiing t6i thu
duge két qua sau 1a mé rong mot dinh 1y ctia Grosshans (1997) cho truong hoan
thién.
Dinh 1y 3.3.2.4 ([4]). Cho G la mot nhom reductive xac dinh trén mot truong
hoan thién k, T la mot k-vuyén cuc dai, x € X*(T)y. Thé thi ton tai mot k-bicu
dién bat khd quy tuyet doi G — G L, = GL(W) vdi trong cao nhat x, sao cho
Py la nhém con ding cia mot vecto trong cao nhat w € W (k). Ddo lai, vdi bat
ky mot k-bicu dién bat khd quy tuyét doi G — G L, = GL(W), nhém con ding
ctia bat ky mot vecto trong cao nhat w € W (k) (doi véi nhém con Borel B cho
trude) déu cé dang Py, trong dé x € X*(T)y la mot dac trung troi nao dé (ing
vdi B).

3.4 Mot sb tinh chit hitu ty ctia cac nhém con tua

parabolic va cac nhém con duéi parabolic

Muc dich ctia phan nay 13 ching minh Dinh 1y 3.1.7 dugc néu trong phan mé
dau chuong. Két qua dau tien dudi day 1a phan then chét trong chitng minh.
Khang dinh nay tng véi mot trusng hop rieng ciia tuong duong 3) < 4) cia
Dinh 1y 3.1.7, va trong truong hop k 1a truong déng dai s6 thi d6 chinh 13 mot
dinh 1y ctia Grosshans (1997).

Ménh dé 3.4.2 ([2,4]). Cho G la mot nhém reductive zdc dinh trén mot truong
hoan thién k, T la mot k-zuyén cuc dai cia G va cho H la mot k-nhém con déng
ctia G chuan tdc boi T. Khi dé, H la mot nhém con quan sdt duoc cia G néu va
chi néu H la mot nhom con k-dudi parabolic trong mot nhom con tua parabolic
P, cia G (R,(H) < Ry,(Py)).

Dé chiing minh 2) = 1) trong Dinh Iy 3.1.7, ching ta can nhiing khang dinh
sau vé tdc dong Galois lén cdc nhom parabolic P(x). Cho T 1a mot k-xuyén
con cyc dai ctia k-nhéom G, (.,.) 1a mot tich vo huéng W (T, G)-bat bién trén
X*(T) ®z R xéc dinh trén k va P(x), P, dudc cho nhu trong Dinh nghia 3.2.4.2.
Khi do6 ta co.

Bo dé 3.4.6 ([2,4]).

a) “Kerxy = Ker(°x), °Py, = P, °P(x) = P(?x), vdi moi 0 € I' =
Gal(ks/k).

b) Kerx =T NP,.
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Nhan xét. Biang viéc lap luan nhu trong chitng minh tht hai ctia Dinh 1y 3.1.5
(xem ca Dinh 1y 3.3.2.4), ta thay néu T la mot k-xuyén cuc dai clia mot nhom
reductive G, x € X*(T); la mot k-dac trung cta 7' thi P, 1a mot nhém con
k-tia parabolic ctia G. Cudi cuing, chiing t6i can két qua sau cho nhém nita don
dé ching minh khang dinh 2) = 1) trong Dinh 1y 3.1.7.

Meénh dé 3.4.7 ([2,4]). Cho k la mot truong hoan thién, G' la mot k-nhém nia
don. Gia s H la mot nhom con tua parabolic cia G zdc dinh trén k. Khi do,
H la mot nhém con k-tua parabolic cia G, nghia la, ton tai mot k-biéu dién bit
kha quy tuyét doi p : G — GL(V), mot vecto trong cao nhat v € V (k) sao cho
H = G, la nhém con dung dng vdi v.

Dé ching minh Ménh dé 3.4.7, ching ta can cac két qua bo trg sau.

B6 dé 3.4.8 ([2,4]). Cho k la mot truong hoan thién, G la mot nhom reductive va
H la mot nhém con tua parabolic xdc dinh trén k. Khi dé, ton tai mot k-zuyén cuc
dai T cia G va mot dac trung x € X*(T') sao cho H = P, = (Kerx,U, | a €
(T, G), (a, x) > 0).

Bo dé 3.4.9 ([2,4]). Cho T la mot k-zvuyén cuc dai cia G, x € X*(T) sao cho
Py la zdc dinh trén k. Thé tht Kerx = Ker(“x) vdi moi o € T

Bo6 dé 3.4.10 ([2,4]). Vdi nhitng khdi niém nhu trong Bo dé 3.4.9, néu G nita
don, thi x la xdc dinh trén k.

Chtng toi trinh bay hai cach ching minh ctia b dé nay. Tit cac két qua noi
trén ching ta thu duge ching minh ctia Dinh 1§ 3.1.7. Chung ta ciing luu ¥ rang
¢6 nhing vi du chi ra néi chung 2) # 1) trong truong hgp G 14 mot nhom
reductive véi hang nita don 16n tuy ¥ (mién la nhé hon hang ctia ). (Xem nhan
xét trang 76, 77 trong luan én.)
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Chuong 4

Quy dao tuong doi ding véi tac dong
ciia nhém dai sb trén trudng dia

phuong

Trong phan nay, chiing toi nghién cttu bai toan trang bi topo trén tap doi dong
diéu, trong mdi lien quan véi van dé quy dao doéng (theo topo Zariski va topo
Hausdorff), dudi tac dong ctia nhém dai s6 len da tap dai s6 xéc dinh trén truong
day du, dic biet 1a truong dia phuong va cho mot s6 ting dung. Cho k 1a mot
truong day dt ddi véi mot dinh gia khong tam thuong v c¢6 hang thuyc bang 1,
chang han céc truong dia phuong nhu truong sé thuc R hoiic trusng cac sé p-adic
Q,. Ta trang bi cho X (k) topo v-adic Hausdorff, cdm sinh tir topo v-adic trén k.
Cho z € X(k), chung t6i quan tam dén mdi lien hé gitta tinh dong Zariski ctia
quy dao G - x trong X va tinh déng Hausdorff ctia quy dao (tuong d6i) G(k) - x
cia z trong X (k). Két qua dau tién theo hudng nay thuoc ve Borel va Harish-
Chandra (1963), tiép dén 1a Birkes (1971) trong trudng hgp truong thuec, va sau
do6 la Bremigan (1994) mé rong cho trusng p-adic.

Luu ¥ rang, mot so6 chitng minh néi trén khong mé rong duge cho trudng hop
truong c6 dic s6 duong. Muc dich ciia chuong nay 1a nghién citu xem cac két qua
trén c6 thé mé rong duge cho nhitng 16p nhém va nhitng 16p truong nao. Trong
cach tiép can ciia ching toi, nhitng cau héi nay lién quan chit ché véi bai toan
trang bi topo trén cdc nhom (hoac tap) doi dong diéu. D6 cling 1a khia canh quan
trong ciia Iy thuyét doi ngdu ctia déi dong dieu Galois va d6i dong diéu phang
trong trudng hop tong quat (theo Shatz (1964, 1972), Milne (2006)). Mot s6 két
qua so bo duge trinh bay trong Muc 4.1, v6i dinh 1y chinh 1a Dinh 1y 4.1.5. 0
Muc 4.2, chiing t6i dua ra mot so két qua tong quat vé tinh déng ctia nhing quy
dao tuong ddi, dac biét 1a trén nhiing truong day du, hoan thién. Dinh 1y chinh
cua muc nay la cac Dinh 1y 4.2.4, 4.2.6. Trong Muc 4.3, chung t6i xét truong hop

truong day diu, khong nhat thiét hoan thién va tidc dong clia nhém dai sd véi
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nhitng nhém con diing ndm trong mot 16p nhém dic biét, bao gom cac nhom liy
linh trén truong day da bat ky. Két qua chinh duge cho trong Dinh 1y 4.3.1.3.

4.1 Mot s6 két qua so bo

Cac khang dinh sau day cho moi lién hé gitta topo chinh tic véi topo dic biét,

va tinh chat lién tuc ctia nhitng anh xa gitta cac tap déi dong diéu theo cac topo
nay.
Dinh 1y 4.1.1 ([6]). Cho k la mot truong day di doi vdi mot dinh gia khong
tam thuong cé hang thuc bang 1. Khi dé vdi bat ky mot k-nhom dai so tuyén tinh
G, va phép nhing zdc dinh trén k vao k-nhom ddac biét H, topo H-ddc biét trén
H'(k, G) manh hon topo chinh tic tréen tap doi dong dieu H*(k, G). Hon nia, khi
G giao hodn va lién thong thi hai topo nay trung nhau.

Dinh ly 4.1.2 ([6]). Cho trudc diy khdp cic k-nhom dai so6 tuyén tinh 1 — A —
B—=C—1 (x).

1) Néu dnh za déi bien gitta cic tap doi dong dieu 6 : C(k) — H'(k, A), cim
sinh tu day khdp cac k-nhém (%) la lien tuc doi vdi mot topo H-ddc biét nao
dé, thi ciing la lien tuc doi vdi topo chinh tic cia H' (k, A).

2) Moi danh za noi clia cac tap doi dong dieu bic < 1 duge cdm sinh tu (*)
la lien tuc doi vdi topo chinh tic (tuong ting, topo dic biét) trén nhiing tap
nay.

Nhan xét. Phuong phap chiing minh phan a) ctia dinh 1y sau day cht yéu thudc
ve Borel va Tits (1965), va sau d6 xuat hién lai trong Bremigan (1994) va Gille
et al. Trong truong hop k 1& truong dia phuong dic s6 0, cac két qua vé cac tinh
chat httu han dudi day thuoc vé Borel va Serre (1963).

Dinh 1y 4.1.5 ([6]). Cho k la mot truong day di doi véi mot dinh gid khong tam
thuong hang thuc 1 va G la mot k-nhém dai s6 tuyén tinh. Khi do

a) Tap con {1} la md déi vdi topo dac biét trong H'(k,G). Do do, néu G la
giao hodn thi topo ddc biét trén Hl(k, G) la roi rac.

b) Néu ddc so cia truong k bang 0 thi topo ddc biét trén tap doi dong diéu
H'(k, G) la roi rac. Noi rieng ra, néu k la truong dia phuong ddc s6 0 thi
tap H'(k,G) la hiw han va roi rac doi vdi topo dac biet. Néu k la truong
khong Acsimet va G la giao hodn thi khang dinh nhu vay cing ding doi vdi
cic nhom H'(k,G), i > 1.
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c) Cho G la mot nhém dai so tuyén tinh tac dong chinh quy léen k-da tap affine
X. Néuwv € X (k) la mot diém sao cho nhém con ditng ciia né la tron (ching
han khi char. k = 0) thi quy dao tuong doi G(k) - v la md trong (G - v)(k)
theo topo Hausdorff.

4.2 Quy dao tuong dbéi theo tépd Hausdorff duéi tac

dong ctia nhém dai sé trén trudsng day da hoan thién

Trong muc nay ching ta thiét lap va ching minh mot két qua vé tinh chat
dong ctia quy dao (hinh hoc ho#ic tuong d6i) ciia nhom dai s6 1a tich truc tiép
clla mot nhém reductive v6i mot nhém lity don. Truée khi di dén két qua chinh,
ching ta can dén mot s6 két qua khac, ma mot s6 trong ching c6 ¥ nghia doc
lap. Duéi day, cac thuat ngt “md” va “déng”, néu khong c6 chu thich gi them,
dugc hiéu la theo topo Zariski. Khang dinh sau day la md rong ctia mot dinh 1y
ctia Kempf (1978) cho trudng hgp nhém khong reductive ¢6 dang tich tryc tiép
cua mot nhém reductive va mot nhom lay don.

Dinh 1y 4.2.4 ([6]). Cho k la mot truong hoan thién, G = L x U, trong dé nhom
L la reductive va U la luy don xdac dinh trén k. Cho G tac dong k-chinh quy lén
k-da tap affine X, va x la mot diém khong on dinh cia X (k) (tic la G -z khong
dong). Gid stt'Y la mot tap con déng, G-bat bién tuy o cia G -z \ G - z. Khi do,
ton tai mot nhém con mot tham sé6 X : G,, — G, zdc dinh tréen k, va mot diém
yeYNX(k)sao cho A(t) -x — y khit — 0.

V6i nhitng két qua chuan bi nay, ta c6 két qua sau vé t6po ciia nhitng qui dao.

Dinh 1y 4.2.6 ([6]). Cho k la mot truong hoan thién, day di déi vdi mot dinh
gid khong tam thuong cé hang thuc 1. Cho G la mot k-nhém dai s6 tuyén tinh
tdc dong k-chinh quy len mot k-da tap affine X, va x € X (k) la mot k-diém cia
X. Khi dé ta cé cdc khang dinh sau:

1) (M6 rong mot s6 két qua ctia Birkes, Borel, Harish-Chandra, Tits, Bremigan)
Néu quj dao G - x la déng va nhom diung G, la mot k-nhém tron, thi qug
dao tuong doi G(k) -z la déng theo topo Hausdorff trong X (k).

2) Ddo lai, gid stt G = L x U, trong dé L la reductive va U la liy don, tat cd
deu zdac dinh trén k. Néu G(k) - x la déng trong X (k) theo topo Hausdorff
thi G - x la dong theo topo Zariski trong X .

3) Vdi nhing gid thiét nhu ¢ 1), G(k) - x déng trong X (k) néu va chi néu
GY(k) - x la dong trong X (k).
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Nhan xét. Khang dinh 1) ctia Dinh 1y 4.2.6 & trén c6 ngudn goc tit bai bao
ctia Borel va Harish-Chandra (1963) cho trudng hgp truong thye R. Truong hgp
tong quat dude suy ra tit mot lap luan ctia Borel, Tits (1965) ma & d6 c6 ding
dén Dinh 1y ham an. Lap luan nay cling dudc xuét hién lai & Bremigan (1994).
Chiéu dao lai dugc ching minh cho nhém reductive xac dinh trén truong thuc
bdi Birkes (1971), va b6i Bremigan (1994) cho cac nhém reductive xéc dinh trén
truong dia phuong dac s6 0. 0 day ching toi cling c6 dude két qua cho cac truong
hoan thién, day du vdéi dinh gia khong tam thudng v6i hang thuc bang 1, vi trong
truong hop do6, Dinh 1y ham an van ding.

T nhitng 1ap luan & trén, ta c6 két qua sau day, cling 14 md rong clia nhiing
két qua da biét ctia Borel, Harish-Chandra, Birkes, Bremigan (xem ¢ phan gi6i
thiéu chuong).

Dinh 1y 4.2.7 ([6]). Cho k, G, V nhu trong Dinh ly 4.2.6. Gid si G, la mot
k-nhom tron. Khi dé ta co

1) Neu G =L x U, véi L va U lan lugt la cdac nhém reductive va liy don, thi
G - v la déng Zariski néu va chi néu G(k) - v la déng Hausdorff.

2) Néu G la nhom reductive hodc lay linh thi tap G - v la déng Zariski néu va
chi néu G(k) - v la déng Hausdorff.

3) Gid st G la mot k-nhém lay linh va tron, T la mot k-zuyén cuc dai duy
nhat cia G. Thé thi cic khang dinh sau la tuong duong:

a) G- v la dong theo topo Zariski.

b)

c)

d)

T -v la dong theo topo Zariski.
G(k) - v la déng theo topo Hausdorff.
T(k)-v la dong theo topo Hausdorff.

Nhan xét. Mot dinh 1y noi tiéng ctia Mostow (1956) néi ring, bat ky nhém dai
sO tuyén tinh lién thong xac dinh trén truong & dic s6 0 déu c6 phan tich thanh
tich nita truc tiép G = L - U, trong dé U 1a mot k-nhém chuan téc lity don cuc
dai cta G, va L la mot k-nhéom con reductive lién thong cuc dai. Nhitng nhom
la tich truc tiép cia mot nhém reductive va mot nhém liiy don cé thé 1a 16p vi
du t6t nhat dé khang dinh 2) ctia Dinh ly 4.2.6 13 ding, nghia la sao cho G - x
13 déng Hausdorff kéo theo G - z 1a déng Zariski. Cu thé, ching toi dua ra dusi
day vi du véi chiéu nhé nhat trong s6 nhitng nhom giai dude khong Iy linh, ma
6 d6 G - x khong la dong Zariski.
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Ménh dé 4.2.8 ([6]). Cho B la mot nhém dai sé tuyén tinh gidi duge chiéu 2,
tac dong chinh quy léen mot da tap affine X, x € X, tat ca dev zdc dinh trén mot
truong k ddc s6 0.

1) Néu nhom con ding B, cia x la mot nhém con vo han cia B, thi quy dao

B - x luon la dong.

2) Cho G = SLy, B la nhém con Borel cia G bao gom cac ma tran tam gidc
trén. Ta chon biéu dién tiéu chuan cia G bang cach cho G tac dong lén Vs
la khong gian cdc da thic thuan nhat bac 2 vdi hé so trong C, va zem khong
gian nay nhu mot C-khong gian vecto chiéu 3. Khi dé dim B = 2, va vdi

= (1,0,1)" € V4, ta co

a) Quj dao G -v = {(x,y,2) | 4xz = y* + 4} la mot tap dong theo topo
Zariskz.

b) Quj dao B -v = {(z,y,2) | 4vz = y* + 4} \ {z = 0} la mot tap khong
dong theo topo Zariski.

c) B(k)-v={(a®+%2bd,d*) | ad = 1,a,b,c,d € k} la mot tap con dong
theo topo Hausdorff, vdi k hodc la truong thuc R hodc la mot truong
p-adic, trong dé p=2 hodc p = 3 (mod 4).

d) Nhom con dung B, cta v trong B la hiu han.

Nhan xét. Chung ta cling Iuu ¥ rang trong truong hop nhém gidi duge, trai
ngugc véi truong hop liy linh (xem Dinh 1y 4.2.7), mot s6 tinh chat lien he veé
tinh déng ctia quy dao cac nhém con déng va tinh chat déng ctia quy dao cua
nhom 16n c6 thé khong ding. Diéu nay duge chi ra trong ménh dé sau.

Meénh dé 4.2.9 ([6]). Cho G la mot nhém tuyén tinh gidi dugc zdc dinh trén
mot truong dia phuong k ddc 56 0, T la mot k-zuyén cuc dai tuy 4 cia G, va G
tdc dong k-chinh quy léen mot k-da tap affine V. Gid st v € V (k) la mot diém
k-hitu ty. Ta zét cic khang dinh sau.

a) G -v la tap dong theo topo Zariski;

C

)

b) T -v la tap dong theo topo Zariski;
) G(k) - v la tap dong theo topo Hausdorff;
)

d) T'(k) - v la tap dong theo topo Hausdorff.

Khi dé ta cé so do logic sau

b) & d), a) = ¢), a) 7> b), b) 7 a), ¢) 7> d), d) % ¢), ¢) 7 a).
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4.3 Quy dao tuong dbi ctia nhém dai s6 trén truong day
da bat ky

Trong muc nay ching ta xem xét chit yéu cac tac dong ctia nhom dai s6 véi
nhom ding 13 lity linh hofic (gan véi liy linh) trén truong k bat ky, day du doi
v6i mot dinh gia khong tam thuong, hang thuc bang 1. Dic biét, ching ta quan
tam dén cadc nhom xac dinh trén truong ham dia phuong, mot truong hop quan
trong cua cac truong khong hoan thién.

4.3.1 Tac dong tach manh, tac dong kha tach

Két qua chinh dau tién ctia Phan 4.3 1a Dinh 1y 4.3.1.3. Dinh 1§ n6i rang, dudi

mot s6 gid thiét ty nhién va yéu, ching toi gidi quyét duge truong hop nhém
reductive va nhom liy linh. Két qua triét dé nhat, khong can c6 thém diéu kien
gl da thu dugce cho truong hgp nhom giao hoan va nhém lidy don. Trong Muc
4.3.2, 4.3.6 (tuong ting 4.3.7) ching to6i chiing minh mot s6 két qua vé tinh déng
clia quy dao duéi tic dong clia mot s6 16p nhém dic biét, va nhém ding clia
ching bao gom 16p nhom liiy linh (tuong tng reductive). Trude hét, ching toi
nhic lai khai niém tac dong tdch manh (strongly separable) clia nhoém dai s6
(theo Ramanan va Ramanathan (1984)).
Dinh nghia 4.3.1.1. Cho G 1a mot nhéom dai s6 tuyén tinh tac dong chinh quy
len mot da tap affine V va G - v 1a bao déng Zariski ctia G - v trong V. Téac dong
cia G dude goi 1a tdch manh tai v néu véi moi x € G - v thi nhém con diung G,
la tron, ho#c tuong duong, cau xa G — G /G, 1a tach.

Lién quan dén khai niém nay, ta c6 dinh nghia
Dinh nghia 4.3.1.2 ([6]). Ta néi mot tac dong la “khd tdch” (fairly separable)
tai v néu véi moi x € (G - v)(k) thi G, 13 mot k-nhém con tron cia G,

Dinh 1y 4.3.1.3 ([6]). Cho k la mot truong day di déi véi mot dinh gid khong
tam thuong cé hang thuc bang 1, va G la mot k-nhém dai s6 tuyén tinh tdc dong
k-cau ma lén mot k-da tap affine V. Gid siv € V (k). Ta c6 cdc khang dinh sau:

1) Néu quy dao tuong doi G(k) - v la déng trong topo Hausdorff cia V (k) va
hodc G la lay linh, hodc G la reductive vdi tac dong cia G la tach manh tai

v, thi quy dao G - v la dong theo topo Zariski trong V.

2) Ddo lai, vdi nhitng quy udc trén, G(k) - v la déng Hausdorff trong V (k) néu
G - v déng va mot trong cdc dieu kién sau la ding:

a) Gy la giao hodan va tron; hodc nhom G la giao hodn.
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b) Gy la mot k-nhom tron va la md rong cia mot k-nhom lay don tron bdi
mot k-nhom chéo hoa duoc.

c) Truong k la compac dia phuong, va G, la mot k-nhém con reductive lién

thong va tron trong G.
d) Téac dong cia G tgiv la khd tach.

Nhan xét. 1) Néu diic s6 ctia truong k bang 0 thi dinh 1y ndy ndm trong két
qua chinh ctia Muc 4.2. Vi thé, két qua nay chi tha vi trong truong hop truong
khong hoan thién, vi du nhu truong ham dia phuong.

2) Cac vi du 6 Muc 4.4 chi ra rang néu mot trong nhitng diéu kién ctia G trong
Dinh 1y 4.3.1.3, Phan 1) (tinh liy linh, tinh tdch manh) bi vi pham thi khéng
dinh 1) khong ding. Chitng minh Dinh 1§ 4.3.1.3 dugc chia lam nhiéu phan. Bén
canh do6 ching toi c6 mot s6 két qua khac c6 lien quan nhu sau.

4.3.7 Truong hop G 1A mot k-nhém tuyén tinh liy linh

Ta gid st G 1a mot k-nhom tuyén tinh liy linh, G = T x U, trong d6 T 1a mot
k-nhém chéo hoa duge, U 1a mot k-nhém liy linh. Ta dat 7° = T, - T, trong d6
T,, T, tuong tng la cic xuyén con k-phan ra va k-khong dang huéng cuc dai ctia
T, va tich néi trén 1a hau tryc tiép, xac dinh trén k. Ta biét rang, luon ton tai
mot nhém con chuan tiac k-phan ra cuc dai Uy < U sao cho thuong U, := U/Uy
l4 k-xodn, nghia 1a khong ton tai mot A-nhém con nao dang cau (trén k) véi
nhém cong tinh G,. Khang dinh sau cho phép ta quy bai toan trong trusng hop
G 1a mot k-nhém Iy linh tuy ¥ vé truong hop G =T x U, v6i T, U déu la cac
nhom k-phan ra.

Meénh dé 4.3.7.1 ([6]). Vdi k la mot trudng compdc dia phuong, gid st G tdc
dong k-chinh quy lén mot k-da tap affine V, va v € V (k). Gid st thém rdng,
G -v la dong trong V, G =T x U, trong do T la mot k-nhom chéo hoa duoc,
va U la mot k-nhém liy don. Khi dé néu (Ts(k) x Ug(k)) - v la déng Hausdorff
trong ((Ts x Uyg) - v)(k) thy G(k) - v la déng Hausdorff trong V (k).
Chung ta c¢6 hé qua sau.

Heé qua 4.3.7.2 ([6]). Cho k la mot truong compdac dia phuong, G la mot k-nhém
con liy linh, tron cia GL(V) va G tdc dong tuyén tinh lén V' thong qua biéu dién
tieu chuan. Gid st G - v la dong. Khi d6, G(k) - v la tip déng Hausdorff trong
V (k).
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4.4 Mot s6 tinh toan trong trudong hop trudng cé dac sbé
p
Duéi day ching toi dua ra hai vi du tinh toan déi véi truong hop truong coé
dic s6 p # 0.

Meénh dé 4.4.1 ([6]). Cho G = SLs zdc dinh trén mot truong ham dia phuong dac
562, va p, V la biéu dién dugc cho nha trong Menh dé 4.2.8,v = (1,0,1)! € V (k).
Khi do

1) G-v={(z,0,2) €k xkxk|(z,2)#(0,0)} va G-v khong la déng trong
V.

2) G(k)-v la dong trong (G - v)(k), va G(k) - v khong la dong trong V (k).

3) Cho B la nhém con Borel cia G nhu trong Ménh dé 4.2.8. Khi dé B - v
khong dong trong V', B(k)-v khong la dong trong V (k), va B(k) -v la dong
trong (B - v)(k)!.

4) Cho U la can lay don cia B. Khi do U(k) - v la dong trong V (k), va nhom
con dung G, = oo la mot luge do nhém khong tron.

Vi du sau day cho thdy mot s6 khang dinh ctia Dinh 1y 4.3.1.3 khong dung
néu ta bé di mot s6 dieu kién lien quan dén tinh tach cla tac dong.

Meénh dé 4.4.2 ([6]). Cho p la mét s6 nguyén to, k = F,((T)), ¢ =p", G = SLy,
V la khong gian vecto hai chiéu xdc dinh trén k va biéu dién p dugc cho bdi

p
p:G =SLy — GLg, g = (a b> > <a bp),v(l,T)tek‘Q.

c d c? db
Khi do
1) G-v=V\{(0,0)} la tap md (va khong déng) trong V.
2) G(k) - v la tap dong trong V (k).

3) Gid s rang B dugc cho nhu trén. Khi dé6 B -v = {(z,y) € V |y # 0} la
tap md (va khong dong trong V).

4) B(k)-v la tap déng trong V (k).

5) Cho U la nhém liy don nhu Ménh dé 4.4.1. Khi dé qugj dao U(k) - v la tap
déng trong V (k) va U, = «, la luge do nhém khong tron.

6) Cdc khong gian qug dao U(k)-v, B(k)-v, G(k)-v khong la md trong V (k).

Truwong hgp nay khac véi truong hgp char.(k) = 0, & d6 B(k) - v 1a dong trong V (k).
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Két luan cta luan an
Trong luan an nay ching toi da thu dude nhiing két qua chinh sau.

1. Chiing minh nhiing khang dinh vé tinh chat hitu ty cho cdc nhom con quan
sat ducc, nhém con toan cau, va nhém con Grosshans.

2. Md rong mot két qua ctia F. Bogomolov cho truong hoan thién. Chitng minh
mot khang dinh ve lién hé gitta cac khai niém nhém con twa parabolic, dudi
parabolic, trong trudng hop k 1a hoan thien. Két qua nay chita mot mé rong
cua Dinh ly Sukhanov cho truong hoan thién.

3. Nghién citu méi lien heé gitta tinh déng Zariski ctia quy dao hinh hoc va tinh
déng Hausdorff cia quy dao tuong ddi. Lién hé chiing véi bai toan trang bi
topo trén tap dodi dong diéu Galois (hodc phang) va thu duge mot s6 két qua

ve topo trén cac tap doi dong dieu nay.
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